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RESUMO

A presente pesquisa explorou, através da metodoldgi engenharia didatica, a
introducédo do pensamento combinatério e sua relegéoo calculo probabilistico em
uma turma do 9° ano do ensino fundamental. Elabmsaom modulo de ensino
composto de quatro sequéncias de atividades temdbase os métodos de inquiricdo.
O objetivo foi que os alunos identificassem as fm@rmmombinatdrias de contagem e sua
relacdo com os estudos de probabilidade utilizando diferentes registros de
representacédo. Os resultados encontrados evidamccare o trabalho com os diferentes
registros de representacdo além de proporcionaalao®s uma maior facilidade no
calculo das possibilidades, também minimizou acdifiade de diferenciacdo dos
calculos necessarios em situacdes distintas coranjae combinacdo. Esses resultados
sinalizaram a viabilidade do desenvolvimento dosicedos basicos de andlise
combinatdria no ensino fundamental, através do toddiel ensino elaborado e aplicado
de forma a estimular a participacdo e envolvimeoalunos tornando-os participantes
no processo de construcéo do seu conhecimento @atem

Palavras-chave: Pensamento Combinatorio; Calculobailistico; Registros de
representacdo semiodtica; Métodos de Inquiri¢ao.



ABSTRACT

This research explored the introduction of comlanat thinking and its relation to the
probabilistic calculation in a ninth grade classh# secondary school. We developed a
teaching modules consisted of four sets of aatisithased on the methods of inquiry.
The aim was the students identified the forms ehlmimatorial counting and its relation
to studies of probability using different registefsrepresentation. The result showed
that working with the different registers of regretation, in addition to providing the
students a greater ease in calculating the passibjlalso downplayed the difficult of
differentiation of the calculations needed in distisituations such as the arrangement
and combination. These results showed the feagibif developing of the basic
concepts of combinatorial analysis in the secondssfyool, through the teaching
modules developed and implemented in order to eageuthe participation and
involvement of the students by making them paréinip in the process of construction
of their mathematical knowledge.

Keywords: Combinatorial Thinking; Probabilistic Calation, Registers of Semiotic
Representation; Methods of Inquiry.
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1 INTRODUCAO

Em 2003 iniciei minha carreira docente como prafede matematica no ensino
fundamental, médio e superior. A partir deste mdamevenho observando como se
processa a aprendizagem dos alunos em relacdavaosod contetados, mas um deles,
especificamente, sempre despertou meu interessdisdiCombinatoria.

Ao longo dos trés primeiros anos de docéncia thalbalo ensino médio e pude
constatar uma acentuada dificuldade dos alunos®°dan@ com os problemas que
envolvem a Analise Combinatoria. O erro mais comalaciona-se a identificacdo do
uso de arranjo ou combinacao nas situacoes prolpespastas. Geralmente, os alunos
tém dificuldade em perceber se a ordem dos elementou ndo importante para a
resolucéo dos problemas.

O fato de nos ultimos trés anos ter trabalhado ttwmas do nono ano do ensino
fundamental (antiga 82 série), levou-me a questisea dificuldade apresentada pelos
alunos no ensino médio ndo poderia ser minimizadaveés de uma abordagem
adequada do conteudo de Analise Combinatéria amd&nsino fundamental. Nao
obstante esta realidade — em que o conteudo nBorédaglo adequadamente -, muitos
livros didaticos desta etapa, ao tratarem difeseotnteddos matematicos, exploram
situacdes nas quais sdo necessarios calculosoreacs ao pensamento combinatério.

Uma destas situacbes aparece, geralmente, em lieraggexto ano do ensino
fundamental (antiga 52 série) quando é apresentadonteido de multiplicacao.
Percebe-se que uma das idéias multiplicativas ltratbas € o célculo do numero de
possibilidades ou combinacfes possiveis. A comAmaygie se apresenta aos alunos
neste momento esta vinculada a multiplicacdo desilpbdades, por exemplo; uma
pessoa tem duas blusas e trés shorts entdo elapmiénar estas pecas de (2 x 3 = 6)
seis formas diferentes.

Assim, embora seja abordado implicitamente desdgm@ss iniciais, € no nono
ano do ensino fundamental que o pensamento cormdlimamerece destaque, pois 0S
livros didaticos o apresentam como ferramentapatib o calculo de possibilidades em
uma unidade temética abordando o conteldgbes de ProbabilidadeDesta forma,
para 0 nono ano alguns autores propdem a resofigfmoblemas de contagem através
de diagramas, arvores das possibilidades, tableés, como o uso do principio de
multiplicacdo das possibilidades.

Uma recomendagdo dos PCNs € que o desenvolvimemtpedsamento
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probabilistico e do pensamento combinatério devamaanhar a escolaridade
matematica desde os ciclos iniciais do ensino foneaaal.

[...] o emprego de problemas envolvendo combimatiéva o aluno, desde
cedo, a desenvolver procedimentos basicos com@aniaacdo dos dados
em tabelas, gréaficos e diagramas, bem como a fitagSio de eventos
segundo um ou mais critérios, Uteis nao s6 em Matteencomo também em
outros campos, 0 que reforca a argumentacdo demstebs de seu uso
desde as séries iniciais do ensino fundamentalA@R,1998,p. 52).

Pensando nestas recomendacdes e orientacdes, guateun paralelo com
minha experiéncia profissional, cabendo, pois,guiste questionamento: de que forma
seria possivel abordar os conceitos basicos dasén@bmbinatéria junto a alunos do
ensino fundamental? Que estratégias didaticas ipoderser usadas para a
implementac&o deste contetdo no ensino fundamental?

No ano de 2008, como aluno do Mestrado ProfissiemaEnsino da Pontificia
Universidade Catolica, cursei a disciplina EnsieoMiatematica na Educacdo Basica.
Nesta disciplina nos foi proposto o desafio de @iabe desenvolver uma atividade em
sala de aula na qual utilizassemos alguns métodesados na inquiricdo (ERNEST,
1991) para o ensino de Matematica. Diante de tglgsta senti-me desafiado a pensar
novas formas para introduzir o ensino de algunsddpde Andlise Combinatdria ainda
no ensino fundamental, ja que este conteddo noreméré abordado em profundidade
apenas no 2° ano do ensino médio. Assim, desenuohd atividade baseada na
resolucdo de problemas, procurando fazer com qualum®s - ao desenvolverem o
pensamento combinatorio - tivessem o primeiro ¢ontam alguns conceitos basicos
da Analise Combinatoria, tais como Arranjo, Combéwme Permutacdo, mas isto, de
uma forma mais intuitiva sem apelar ao uso de féasu

Esta atividade foi desenvolvida como um estuda@iéon uma turma do 9° ano
do ensino fundamental composta de 21 alunos. N&ste havia acabado de explicar a
matériaPrincipio Multiplicativoe, na seqiéncia, o livro texto adotado trazia @nmaat
Nocdes de Probabilidadd atividade foi proposta e aplicada de forma arddioalguns
conceitos basicos de Analise Combinatoria, a fimgde os alunos desenvolvam a
percepcdo da importancia ou ndo da ordem dos tesnansequentemente, das
diversas formas de se calcular as possibilidades.

Essa experiéncia permitiu compreender que, quandbvados, os alunos

conseguem elaborar diferentes estratégias partsefet calculos, como por exemplo, a
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multiplicac@o das possibilidades nos exercicioardanjo e permutacao; a divisdo como
forma de retirar o excesso de possibilidades nescé&ios de combinacdo; e outras
formas de representar resultados como o diagramadeta, a escrita de opcdes, dentre
outros. Estas variadas formas de resolucdo, beno candiferenca existente nos
exercicios em relacdo a ordem dos termos, foracutitims e aprofundadas em um
momento de socializagdo, no qual todos puderanicipart resolvendo exercicios no
quadro, questionando e sendo questionados. Outeanvagao interessante obtida gracas
a aplicacdo do estudo piloto foi que as diferenfsnas de se calcular as
possibilidades, puderam ser bem compreendidas pdlo®s, que as utilizaram na
sequéncia do contetudo para o calculo probabilistico

O trabalho proporcionou, portanto, uma oportunidpdea que eu repensasse
minha pratica docente, tendo em vista a busca [ternativas que pudessem
proporcionar um efetivo aprendizado para meus aluffazendo com que se
percebessem capazes de expressar suas idéias £ sgem valorizadas. O
envolvimento dos alunos, bem como os resultad@nedcios, motivaram a elaboracéo
de uma proposta de introducdo dos conceitos désarc@mbinatoria e do célculo das

probabilidades no ensino fundamental, aqui apradant

1.1 Problematizacao

A introducdo do pensamento combinatorio demandpardfessor uma atencao
especial, j& que nem todos se sentem preparadasapardar tal conteudo. Nesse
sentido surge o questionamento: de que tipo dermmiatalidaticos dispomos para
trabalhar o raciocinio combinatério no ensino fundatal?

Além disto, ha que se considerar também as difacldd apresentadas pelos
alunos, sendo que uma delas - talvez a principafocme me foi possivel observar -
diz respeito a identificar se os problemas aprasestenvolvem o célculo de arranjo ou
combinag&o. Neste sentido, outros questionamewidsnp ser levantados, quais sejam:
qual a percepc¢édo do aluno do Ensino Fundamentakkatéo a importancia ou ndo da
ordem dos elementos para estabelecer a diferetrgacenso de arranjo e combinacao?
Essa diferenca é clara, ou os alunos resolvem @<iedos por tentativa e erro, sem

entender o que é um agrupamento de objetos emapaem dos termos é relevante (no
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caso um arranjo), ou um agrupamento no qual a ngadda ordem dos termos nao
altera o resultado final (no caso uma combinacao)?

E, ainda, no que concerne a elaboracdo de esastggra minimizar as
dificuldades dos alunos, € viavel recorrer a umargdgem intuitiva para facilitar a
compreensdo dos conceitos da Analise Combinatd@a?seja, implementar uma
proposta que coloque o aluno diante de situacdds/adoras que o0 conduzam a
resolucéo dos diversos exercicios de contagemaariio-se da analise, da comparacéo,
da validacdo, da reformulacdo, dentre outras caiatitas do pensamento
combinatdrio, sem o apelo a formulas. Neste sensieida interessante verificar se esta
abordagem ‘“intuitiva” pode facilitar também a coegmsdo do conceito de
probabilidade.

A problematica suscitada anteriormente orientoa g&squisa, conduzida a
partir da seguinte questdo nortead@aais as estratégias de ensino-aprendizagem
que podem viabilizar uma introdugdo dos conceitos &sicos de analise
combinatdria no ensino fundamental?

Na tentativa de buscar repostas para esta quassgarbos elaborar um modulo
de ensino que foi desenvolvido com alunos do nomo @ ensino fundamental.
Procuramos entender se o trabalho com as diferéotems de representacdo pode
facilitar a compreensdo e o calculo das possiliédaem exercicios de contagem.
Considerando as dificuldades que os alunos do @msédio apresentam diante deste
conteudo, foi nosso objetivo observar e analisastémtégias desenvolvidas por alunos
- que cursavam ainda o Ensino Fundamental - frantdiferenca entre arranjo e
combinacéo.

Do ponto de vista estrutural, a pesquisa € compuiestete capitulos, sendo que
esta breve introducao constitui o primeiro. Progws dispor os capitulos de modo a
permitir a compreensao do desenvolvimento de tag@&tapas do presente trabalho.

Desta forma, no segundo capitulo apresentamos ourger da pesquisa,
destacando a engenharia didatica como metodolagiangpirou sua estruturacdo e a
elaboracdo do moddulo de ensino. Neste capitulon @lé explorarmos as fases da
engenharia didatica, bem como os instrumentos tktacde dados utilizados neste
trabalho, também apresentamos o contexto da pescmuisscola e a turma na qual
aplicamos o moédulo de ensino.

Os referenciais que deram suporte a pesquisa sploraXos no terceiro

capitulo. A discusséao teérica empreendida contampleestdes fundamentais para o
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tratamento da tematica desta dissertacdo, tais :conpensamento combinatério; a
necessidade de exploragdo do pensamento combinag®iseries iniciais; 0s registros
de representacdo semidtica como instrumentos @amarefcer 0o processo ensino-
aprendizagem; e os métodos de inquiricdo como niemgas para um ensino de
qualidade. Assim, neste capitulo, além de fazer wanalise de trabalhos que
contemplam, de algum modo, o0 tema que pesquisadarmbgém procuramos promover
uma interlocucédo entre nossa pesquisa e outroallice entre os quais destacamos:
Polya (1978), Ernest (1996), Batanero e Godino §L99turm (1999), Esteves (2001),
Duval (2003, 2009), Ponte (2003).

O quarto capitulo trata dos aspectos referentesléga prévia - primeira fase da
metodologia de engenharia didatica. Nele apreserstanm dos procedimentos
desenvolvidos nesta fase preliminar, qual sejadgisende quatro colecbes de livros
didaticos referentes ao 3° e 4° ciclos do ensinddmental (6° ao 9° ano). Os livros séao
analisados quanto a forma de abordagem dos cosdeéiticos de analise combinatoria,
visando perceber como séo trabalhados os difereatgstros de representacdo, no
estudo desse topico.

No quinto capitulo apresentamos um conjunto de rgquaequéncias de
atividades aplicadas a uma turma do nono ano dacefisndamental. Este conjunto
organizado de atividades constitui 0 modulo denensiorrespondendo a segunda fase
da engenharia didatica- da concepcao e analmori. Neste capitulo, portanto, além
de apresentar as atividades que compdem o modwosigo, também pontuamos seus
objetivos, as possiveis solucdes e dificuldades mpaeriam ser encontradas pelos
alunos.

O sexto capitulo consiste na apresentacdo da imnepkagho do modulo de
ensino e na analise posteriorj correspondente as duas Ultimas etapas da engenhar
didatica. Procedemos a um estudo quantitativo dos e acertos, bem como ao estudo
qualitativo, através do qual identificamos e disnaos alguns aspectos relevantes para
nossa pesquisa, a saber: a utilizacdo dos difereaggstros no desenvolvimento dos
conceitos basicos de analise combinatoria, a relagéie pensamento combinatério e o
calculo probabilistico, além da percepc¢éo dasudedes dos alunos na resolucao das
atividades.

Finalmente nas consideracfes finais destacamogsodtados dessa pesquisa
discutindo as potencialidades e as limitacbes dbatho. As estratégias tedrico-

metodologicas adotadas na implementacdo do mddaloertsino sdo analisadas
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considerando-se a problematica inicialmente levintilesta analise ndo perdemos de
vista o fato de que tal modulo se pautou na valgQée do trabalho com os diferentes
registros de representacédo, e fundamentou-se ngloséde inquiricdo. Além disto,

neste ultimo capitulo, também apontamos novas Geeste pesquisa que envolvem

alguns aspectos que ndo puderam ser desenvolhedtsdissertacao.
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2 O PERCURSO DA PESQUISA

A pesquisa aqui relatada objetivou investigar acele estratégias de ensino-
aprendizagem que podem viabilizar uma introducd® atmceitos basicos de andlise
combinatoria no Ensino Fundamental.

Desenvolvemos um estudo empirico, junto a alund® dao (antiga 8série) de
uma escola particular da cidade de Ipatinga, M{Basais. Este estudo constituiu-se a
partir da elaboracédo e, posterior, implementacdondenodulo de ensino composto de
quatro sequéncias de atividades, na forma de é#saproblema que abordaram o
principio multiplicativo, idéias sobre permutac@m@es, arranjo simples e combinacao

simples, além de explorar conceitos basicos deapiltithade.

2.1 O desenho tedrico- metodologico

A metodologia qualitativa de desenvolvimento dagpes foi inspirada na
engenharia didatica, termo empregado na Didatiaadésa, conforme destaca Artigue
citada por Machado (2002). O nome engenharia dalétiassociado ao trabalho de um
engenheiro no que diz respeito a concepcao, plaeejd e execucdo de um projeto.

Segundo Pais:

[...] quando se faz essa analogia entre a didéticarabalho do engenheiro,
torna-se conveniente destacar que o modelo ted@coé suficiente para
suprimir todos os desafios da complexidade do obgetucacional. (Pais,
2008, p. 100).

Assim para Pais (2008) ndo se trata da execucaondprojeto no sentido de
automatizagao ou repeticdo e, sim, no seu sentals pteno; envolve desde o desafio
de criar, elaborar no caso o médulo de ensino angglementado, sua aplicacéo,
observacao e andlise.

A metodologia da engenharia didatica compreenderautases: analises

preliminares; concepcédo e analseriori; experimentagcdo, ou conduc¢do do maédulo de
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ensino; analisa posteriorie avaliagao.

A primeira fase, das analises preliminares, dipe#s ao quadro tedrico
didatico sobre o qual se fundamenta a propostaedgqupsa. Nesta fase o pesquisador
faz uma analise das principais dimensdes relacasad conteido em questdo, o que
envolve, de modo geral, uma analise epistemolodosa conteidos envolvidos, uma
andlise pedagdgica do ponto de vista adotado rincedesses conteudos e seus efeitos,
uma analise das concepcoes, erros e procedimesscauhos tendo em vista 0 ensino
habitual. Esta analise preliminar fornece subsigiasa a construcdo da engenharia
didatica.

A segunda fase é a fase da concepcdo e ardligeori das situacbes da
engenharia didatica. De acordo com as analisesmimales o pesquisador escolhe
algumas variaveis relacionadas ao ensino do cootefrd questdo, que seréao
consideradas no desenho da proposta didatica. EssEseis sdo de dois tipos:
macrodidéaticas ou globais, relativas a organizaglabal da engenharia, e variaveis
microdidaticas ou locais relativas a organizacaocalloda engenharia, isto €, a
organizacdo de uma sessédo ou de uma fase.

Elabora-se nessa fase o0 modulo de ensino, que g@dentendido como um
conjunto organizado de aulas, no sentido colocaddpis (2008). O mddulo de ensino
decorre de um planejamento detalhado de aulas) mmdo objetivo propor situacdes
de aprendizagem, que envolvam o aluno no estudetéeminado conteudo.

A andlisea priori tem uma parte descritiva e outra de previsdo.d\fleste se
descrevem as escolhas e as caracteristicas destahas relacionando o contetdo
estudado com as atividades que os alunos podemviédser além dos desafios que
podem ser encontrados no decorrer da experimentalgio disto é feita uma previséo,
diante das atividades, dos possiveis comportamdoalunos.

A terceira fase é a aplicacdo do modulo de ensinexperimentacdo. Nesta fase
acontece o contato do professor-pesquisador coralww®s, é a fase em que sao
explicitados os objetivos da pesquisa, como elavantecer, a aplicacédo e registro dos
instrumentos de pesquisa.

Por fim, apds a preparacdo, a aplicacdo do médelendino, com registro da
conducdo e observacgfes, torna-se necesséria unfigeadas resultados, o que
determina a quarta fase da engenharia didatichecada como analise posterioj que
consiste na avaliacdo e validacdo da experiéncsta Ease se apodia nos dados

recolhidos pelos instrumentos de pesquisa: as \dig@ars feitas durante cada etapa de
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desenvolvimento do trabalho em sala de aula; dadupbes dos alunos feitas em sala
ou em casa. Algumas vezes sao utilizados outtsumentos como questionarios,
entrevistas, gravacdes, com o0 objetivo de obter um#r variedade de dados de
pesquisa.

Segundo Machado (2002), uma caracteristica destadolegia é que a sua
validagdo acontece internamente a medida que agehgs levantadas na fase de analise
a priori sdo comprovadas ou nao na fase de aralesteriori

Na pesquisa desenvolvida nos inspiramos na metgidadia engenharia didatica
sendo que a primeira fase compreendeu dois tipestddos: estudos tedricos e estudos
didaticos.

Os estudos tedricos sobre a Teoria de Registré®egdeesentacdo Semidtica de
Duval (2003, 2009), os métodos de inquiricdo dee&rn(1996), as atividades
investigativas de Ponte (2003) e a resolucdo délegmmas segundo Polya (1978)
objetivaram fundamentar a elaboracdo do modulo dsine abordando o
desenvolvimento do pensamento combinatorio. Estaed@s e ainda um levantamento
de dissertacOes e pesquisas sobre o tema, integcapitulo trés e tornaram possivel
delinear o quadro teorico para a elaborag¢édo do ln@biuensino, que teve como foco o
incentivo ao uso dos diversos registros de reptas&o, na organizacdo de um maodulo
de ensino que faz uma abordagem intultiva partir de situacdes problema, dos
principais conceitos da analise combinatoria sisiplelo calculo de probabilidades, no
9° ano do ensino Fundamental.

Os estudos didéaticos consistiram em uma andlisecatkeo o conteudo é
abordado em quatro colecdes de livros didatico®°duclo do Ensino Fundamental. As
colecbes analisadas foram:

« Tudo é Matematica- 6° a 9° ano — Luiz RobertotBanEditora Atica — S&o
Paulo, 2008.

» Matematica Fazendo a diferenca —6° a 9° anosé Bo Bonjorno, Regina A.
Bonjorno, Ayrton Olivares — FTD — S&o Paulo, 2006.

« Novo Praticando Matematica - 6° a 9° ano — Alvamwdrini, Maria J.
Vasconcellos — Editora do Brasil, 2006.

» Matemética para todos — 5% a 82 série — Luiz Mdroenes, Marcelo Lellis

! Por abordagem intuitiva entendemos uma propostatmsca colocar o aluno diante de situacées
problema que o conduzam a resolucédo dos exerdeinso apelo a férmula, explorando sua capacidade
de pensar matematicamente através da andlise, caghpabusca de padrdes dentre outras carac@sistic

necessarias no pensamento combinatorio.
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Editora do Brasil — S&o Paulo, 2007.

Nesta analise observamos quais os recursos diglatitizados e o tipo de
abordagem dada aos contetudos de analise combanat@robabilidade no segundo
ciclo do ensino fundamental (6° ao 9° ano). A aedibcalizou a forma de apresentacéo
do conteudo e os tipos de atividades exploradassupando perceber o incentivo a
utilizacdo de diferentes modos de resolugdo decexes, a medida que os alunos séo
motivados a investigar, experimentar, analisar rdeotitras acdes que vao possibilitar
uma maior participacao na construcéo de seu prépribecimento sobre o assunto.

Tanto na apresentacdo do conteudo quanto nasaatdgexploradas analisamos
a abordagem dos diversos registros de representagdigietivo foi identificar os tipos
de registro mais utilizados, a abordagem das wamsicOes de registros (tratamento e
conversao) presentes no trabalho com diferentegseptacdes, além do incentivo a
utilizacdo destes registros para a resolucao decieias. Essas foram as variaveis de
comando do sistema de ensino, ou seja, as variauess orientaram o trabalho
conduzido, na fase de analaseriori, inspirado na engenharia didatica.

A analise dos livros, apresentada no Capituloi4ifportante para a construcao
das sequéncias de atividades presentes no modulensieo, pois confirmou a
necessidade do trabalho conjunto entre analiseioaidbia e probabilidades, permeado
da utilizacdo dos registros de representacdo alénmdtivar a abordagem mais
aprofundada deste tema.

Estudos tedricos e didaticos constituem parte dedisas preliminares da
pesquisa. Nessa fase foram também analisadas @sidstiais, relativas a escola e a
organizacao curricular, e que foram importantes,g@mplo, na definicdo do niumero
de seqlUéncias de atividades a serem desenvoltdsas analises integram a secéo 2.1
desse Capitulo.

O detalhamento do modulo de ensino, segunda fapestpiisa, € apresentado
no Capitulo 5, que sintetiza o produto da pesquéspjisito do Mestrado Profissional.
Os objetivos das atividades que compdem o modukndmo sdo estabelecidos, tendo
em vista as variaveis de comando definidas, quercln de escolhas tedricas e
metodoldgicas na elaboracdo e conducdo do trab@M@apitulo redne duas fases da
pesquisa que se inspiram nas fases de ardl{mgori e experimentagcdo, segundo a
metodologia da engenharia didatica.

A terceira fase da pesquisa compreendeu a analze msultados,

correspondendo a Ultima fase de analseposteriori e validacdo, segundo a
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metodologia de engenharia didatica.

A engenharia didatica, aqui utilizada, é “[...] aimetodologia, com potencial
para servir de base para as pesquisas de salalalé (@arneiro, 2005, p.2). Esta
metodologia, segundo Carneiro (2005), tem comoctenigtica a articulacdo entre a
pratica didatica e a producdo de conhecimento o jgsiifica a sua escolha para

fundamentar a conducao desse trabalho.

2.2 O contexto de pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida na escola particulangébzinho Vermelho —
Colégio Leonardo da Vinci localizada na cidade pitihga (MG). A escola trabalha
com turmas do ensino maternal até o ensino meédiontedia, as turmas do ensino
fundamental e médio sdo formadas por 30 alunosaansioria de classe média.

Quanto a disciplina de Matematica especificamengscola adota uma estrutura
curricular na qual o contetdo é dividido em duagegsaa partir do 9° ano do ensino
fundamental - Matematica | e Il. Embora haja taisdio o livro adotado € o mesmao,
cabendo ao professor recorrer aos capitulos do djue contemplem os contetddos que
dizem respeito & Matematica | 0. I

No 9° ano ensino fundamental os conteldos de Métaméa (cinco aulas
semanais) e Matematica Il, denominada Desenho Gdoméduas aulas semanais)
sdo avaliados separadamente pelos seus respeptigfessores, constituindo duas
matérias distintas. Como a escola adota 0 modetedtral, a distribuicdo de pontos é
definida em 35, 30 e 35 pontos. Esta pontuacacstéldiida através de duas provas
marcadas pela escola, projetos interdisciplinaresna parte destinada as atividades
realizadas pelo professor em sala de aula.

Nesta escola, nossa experiéncia de trabalho é sdorraas de 2° e 3° ano do
Ensino Médio nas quais ministramos o conteldo demgéia (Matematica Il), e
também no ®ano (antiga 8série) do Ensino Fundamental o conteldo de Desenho
Geométrico. Na turma do 9° ano, além dos conteligados a geometria a disciplina
de Desenho Geométrico aborda também o conteud@ésale probabilidade”.

No ano de 2008 foi aplicado um estudo piloto mang&udo 9 ano do ensino
fundamental no sentido de sondar a possibilidadgedenvolver um trabalho na linha

2 A Matematica Il envolve os contetdos ligados arGetaa, enquanto os demais contetidos sdo reunidos
na Matematica I.
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investigativa, perspectiva adotada na proposta edgiéncia aqui apresentada. Este
estudo piloto consistiu na aplicacdo de uma sedméle exercicios que visavam a
ampliacdo dos conceitos de analise combinatoria eqaen apresentados pelo livro
didatico. Os alunos desenvolveram, de maneiranrdgra diferenca entre arranjo e
combinacgéo, objetivando a percepgdo em relacagpariémcia ou ndo da ordem dos
elementos e a resolucéo de exercicios sem a gébzde formulas.

Neste estudo piloto os alunos foram divididos eoplas resolvendo os
exercicios propostos e depois socializando os teskad apresentando algumas
resolucdes no quadro e posteriormente discutindesgmstas encontradas e propondo
novas alternativas.

O trabalho evidenciou que os alunos, utilizaram diferentes formas de
representacdes e conseguiram desenvolver os calefiéwentes a arranjo e combinacao
sem utilizarem as formulas. Mediante a resolu¢& ed@rcicios e a socializagdo dos
resultados os alunos perceberam a utilizacdo dartanxia ou ndo da ordem dos
termos para a resolucéo de exercicios sendo neeesshalguns casos (combinacgao) a
retirada das alternativas repetidas. Estes regltaerviram de motivacdo para que o
estudo piloto fosse aprimorado e apresentado maafole um modulo de ensino como
uma alternativa para favorecer o processo ensiraldizagem de analise combinatoria
e probabilidade no 9° ano do ensino fundamental.

Para o desenvolvimento dos estudos sobre comhmat@robabilidade foram
planejadas 10 aulas, distribuidas ao longo de asas) sendo duas aulas semanais, que
aconteciam as quintas-feiras no 1° horéario de #@s1B:05 e no 4° horario de 10:00 as
10:45. Durante as semanas de aplicacdo do modwdaogileo também foi utilizado o 5°
horario, da quinta-feira, que acontecia de 10:4%51330, possibilitando que tivéssemos
um espaco maior de tempo para 0 momento de segabzdas atividades conduzidas
em duplas, momento importante em que eram feitagstsnatizacdes das observacdes
dos alunos e os eventuais redirecionamentos pefegsor.

No total foram doze aulas de aplicacdo das secade atividades, duas aulas
para aplicacdo da prova e uma aula para aplicagaguestionario. O Quadro 1
apresenta as sequéncias de atividade e avaliagsadia® de aplicagdo, o tempo de

duracéo e seus objetivos.
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Sequéncia Objetivo Tempo

Sequéncia 1- Sala|A introducdo do principio multiplicativo e |8h/a
05/11/2009 exploracdo de diferentes representacfes para o0
calculo de possibilidades.

Sequéncia l -Casa Exercicios para desenvolver ostelmns2h/a
trabalhados em sala.

Sequéncia 2 — SalaA exploracdo de exercicios que trabalhem3hda
12/11/2009 diferenca entre Arranjo e Combinacédo na analise
combinatéria.

Sequéncia 2 - Casa Exercicios para desenvolver ostel@mos2h/a
trabalhados em sala.

Sequéncia 3 — SalaA introducdo da probabilidade através |8h/a
19/11/2009 resolucdo de exercicios

Sequéncia 3 - Casa Exercicios para desenvolver ostel@os2h/a
trabalhados em sala.

Sequéncia 4 — Sala | Sistematizacdo dos conceitos estudados | 3tda
26/11/2009 sequéncias anteriores.

Avaliacéo 1 — prova| Verificagdo da aprendizagem dos alunos referéttia
03/12/2009 aos conteudos trabalhados.

Avaliagéo 2 — Avaliagdo da experiéncia pelos alunos envolvj@@smin.
Questionario em relacdo aos exercicios trabalhados e a forma
04/12/2009 como os conteudos foram apresentados.

Quadro 1: Sequéncia de Atividades

A forma como se desenvolveu a aplicacéo das atleglam sala de aula baseia-

se na proposta investigativa de Ponte, Brocardiivei@:

Uma atividade de investigagdo desenvolve-se hdbitrde em trés fases
(numa aula ou conjunto de aulas): (i) introducédadefa, em que o professor
faz a proposta a turma, oralmente ou por escriip, réalizacdo da
investigacao, individualmente, aos pares, em paxpigrupos ou com toda a
turma, (iii) discussao dos resultados, nos quaslwsos relatam aos colegas
o trabalho realizado. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA)@B, p.13).

Em consonancia com a proposta destes autores\vddgEmos nossa atividade
investigativa. E, no primeiro momento, apos real@aapresentacdo da atividade (12
fase da aula investigativa), a turma foi dividida duplas, sendo entregue para cada
aluno a folha contendo a sequéncia de atividadesal@hos tiveram duas aulas para
desenvolverem as atividades (22 fase da aula igatsh), sendo que cada dupla
registrava seus calculos e respostas. Ao finalnagpaima folha era entregue ao
professor e a outra folha ficava com a dupla quiliaava no momento de socializag&o
e para estudos posteriores. ApOs a resolucdo dregandas atividades aconteceu a

socializacdo das idéias (32 fase da aula investgatna qual alguns alunos foram
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convidados ou se dispuseram a resolver 0s exesaiociguadro.

Na fase de socializagdo os alunos tinham a liberdaara questionar os
resultados apresentados e sugerir outras formasstéver as questdes. O papel do
professor e pesquisador foi de organizador, coartim a participacdo de todos,
fazendo intervencgfes para esclarecer algumas dleidaopondo alternativas para a
resolucdo de exercicios.

ApOs 0 momento de socializacdo das idéias, os sltemebiam uma ficha de
atividades para ser desenvolvida em casa, indilmtrde, que era entregue na semana
seguinte.

O mddulo de ensino compreendeu quatro sequénciaivilades compostas de
atividades em sala, feitas em duplas, e de atieglgohra casa. Ao término do
desenvolvimento da sequéncia foi aplicada uma prguea era prevista no calendario
escolar como parte do sistema de avaliacdo, abdodatio o conteido desenvolvido
no moédulo de ensino. Um questionério foi elaboradpossibilitou aos alunos se
manifestarem sobre a experiéncia expressando suadmpsobre as atividades

desenvolvidas.

2.3 Instrumentos de coleta e analise de dados

Os alunos entregaram todos os registros esciat®satividades aplicadas em sala
e propostas para casa assim como a prova e o aqéesgil Estes registros escritos
foram sempre complementados por anotacdes feitas gesquisador durante o
desenvolvimento e ao final de cada atividade.

Optamos por conduzir a analise de cada uma daslaates a partir de dois
critérios. O primeiro quantitativo contabiliza asos e acertos de cada atividade, bem
como 0s exercicios que os alunos deixaram em bramatdo conseguiram concluir,
apresentando uma resolucao incompleta.

O segundo critério € qualitativo e objetivou conapars resultados da analise a
posterioricom a analise prévia feita, observando a forma cosralunos resolveram os
exercicios, identificando a frequéncia de utilizacdos diferentes registros de
representacdo, as dificuldades encontradas, os erais comuns de acordo com as

variaveis de observacao definidas.
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A prova foi um importante instrumento de coletaddeos, pois através dela foi
possivel avaliar o desempenho dos alunos, tendo oo a utilizacdo dos diferentes
registros e as relacdes entre eles. A prova fdisatia de forma quantitativa através de
gréficos e tabelas que mostram a nota alcancadatyreha de uma forma geral e os
resultados encontrados em cada questdo. Num segumento foi feita uma analise
qualitativa priorizando-se a observacao do usaddesentes registros de representacéo,
as dificuldades apresentadas e 0s erros mais comuns

Finalmente o questionario foi analisado de formdomecer condicbes de
identificar quais 0s pontos positivos e negativestacados pelos alunos, referentes as
atividades propostas e a forma como foram deseig\asi\as sequéncias.

Ao final foi desenvolvida uma analise comparatigaqgual foram confrontados
os resultados esperados e os resultados obtidts.cBsiparacdo teve por objetivo
avaliar o modulo de ensino proposto na busca d@enalivas para melhora-lo como

instrumento de ensino-aprendizagem do conteudodesea combinatéria.
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3 O PENSAMENTO COMBINATORIO

Este capitulo apresenta os referenciais tedricas dgram suporte a esta
pesquisa, cujo objetivo foi investigar tipos deasfias de ensino-aprendizagem para
a introducdo do pensamento combinatorio junto acawo 9° ano (antiga 82 série) do
ensino fundamental.

Destacamos a importancia do pensamento combinatantm no aspecto social
— para a formacdo de cidad&os criticos capazexatgresua cidadania -, como na
formagdo matematica para o desenvolvimento dabiledade de utilizar diversas
formas para representar idéias matematicas e @aidade de investigar e compreender
atribuindo significado ao contelldo matematico psbt@o

Este pensamento combinatério, utilizado nos proagende contagem,
proporciona ao aluno a capacidade de analisarcéesa estabelecer padrbes, criar
estratégias, identificar possibilidades além dewleslver a capacidade argumentativa e
0 espirito critico. Estudos, como os realizadoPsiaologia por Piaget e Inhelder (s/d),
destacam a importancia atribuida ao pensamentoigatabio para o desenvolvimento
e a aprendizagem dos alunos, designadamente p#lg€nria que exerce no

desenvolvimento do pensamento formal.

3.1 O pensamento combinatério e a formacao para &adania

De modo geral a Matematica é apresentada aos aflenema acabada, sem
gue esses possam levantar conjecturas ou fazest8ageEssa forma de lidar com a
matematica pode estar relacionada a uma concepg;d@oatbmatica como infalivel e
exata, levando a questionamentos dos alunos sebretivos de se considera-la dessa
forma.

Esta visdo da matematica sempre tdo exata e pteas&ito da matemaética o
que Borba (2001) chama dama linguagem de poderfue atribui a matemética o
argumento definitivo nas mais diversas situacosta #Hsdo esta amparada naquilo que
Borba (2001) denomintddeologia da Certeza”.

Esta matematica, segundo Borba (2001), a medidad§upoder aqueles que a
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dominam também inferioriza quem, de certa forma, teén acesso a ela, fazendo com
que se crie um cenario propicio para a sua impesiQ& alunos costumam se sentir
inquietos ndo com o fato dos resultados matemaseosm eficientes, mas sim com a
dificuldade de questiona-los, uma vez que parasssia necessario entender mais de
matematica. Assim compreende-se a dimensdo apadsepbr Skovsmose (2001, p.
128) onde" aqueles que ndo aprendem matematica estdo em thEg@manja que nao
serdo capazes de lidar com a complexidade da sodedudl

Esta matematica, sempre tdo imponente e definifivaflexo, na maioria das
vezes, de uma matematica apresentada nas escdtamdeautoritaria e impositiva, em
gue o professor, dono da verdade, esta num patamparior, de forma que nao pode ser
questionado ou desafiado pelos alunos. Mas culgapf@ssor por estadeologia da
certeza”’ ndo € coerente, pois como afirma Borba (2001) ¢epsor faz parte de um
ciclo que contribui para a difusdo e manutencataddsologia, sendo necessaria uma
mudanca de atitude.

Esta mudanca de atitude esta relacionada ao queir®le Serrazina

(2002) chamam déprética reflexiva” que levao professor a fazer uma autocritica
sobre a sua pratica educativa. Esse ato de reftatir a perspectiva colocada por

Saviani:

Refletir € o ato de retomar, reconsiderar os datdieponiveis, revisar,
vasculhar numa busca constante de significadoscaiear detidamente,
prestar atencdo, analisar com cuidado. (SAVIANBQ,$.23).

Esta reflexdo pode abrir novos caminhos e assirhoraal sua pratica. A partir
dessa reflexdo torna-se possivel transformar amdgitea ensinada nas instituicbes de
ensino, objetivando que ela seja apresentada deforais interessante e proxima dos
alunos. Assim eles ja ndo a véem como um contelddiplihar imposto e inalcancavel.

O professor reflexivo esta sempre a procura detopdades para motivar seus
alunos e valorizar o processo ensino-aprendizagem.

Como é destacado no documento dos PCNSs :

[...] existem professores que, individualmenteoupequenos grupos, tém iniciativa
para buscar novos conhecimentos e assumem umdeatiti constante reflexdo, o
que os leva a desenvolver praticas pedagégicas sfagentes para ensinar
Matemética. De modo semelhante, universidadesetse@s de educacdo e outras
instituicdes tém produzido materiais de apoio papsatica do professor. (BRASIL,
1998, p.21).
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Estes materiais podem fornecer idéias para quefegsor conduza aulas mais
participativas, em que os conteldos matematicbsltrados passam a ter sentido para
os alunos.

No entanto, essas iniciativas ainda ndo sdo netassmte adotadas pelos
professores, pois quando se fala em “reflexdo” istus remete a idéia de
“transformacdo” o que nem sempre € visto com bdheso NGs, professores, nem
sempre estamos preparados para lidar com o noepoPuma atividade diferente
daquela a que estamos habituados gera uma insegueaqual s6 pode ser transposta a
partir do desejo da melhora. Sem reflexdo o professrna sua pratica mecanica,
ensinando de forma repetitiva, reproduzindo o quesgta pronto e o que é mais
acessivel, facil ou simples.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (Brasil,8)$9apontada a necessidade
nao apenas de conhecimentos matematicos por pastgprofessores, mas de uma

mudanca da propria concep¢do de matematica:

Para desempenhar seu papel de mediador entre ecio@mto matematico e
o aluno, o professor precisa ter um sélido conheotm dos conceitos e
procedimentos dessa area e uma concepcado de Miate@Eno ciéncia que
nado trata de verdades infaliveis e imutaveis, nmamocciéncia dinamica,
sempre aberta a incorporacdo de novos conhecime(B&FASIL,1998,
p.36).

Perceber a Matematica como ciéncia dinamica, aletaorporacdo de novos
conhecimentos requer disposi¢cao para romper caadionalismo. Numa abordagem
tradicional o contetdo € apresentado oralmente greli@ssor, partindo de defini¢cdes,
exemplos, demonstracdo de propriedades, seguideexateicios de aprendizagem,
fixacdo e aplicacao, pressupondo, muitas vezespaaleno aprenda por reproducéo.
Assim, considera-se que a capacidade de repetrewduzir algoritmos de forma
correta, seria evidéncia de que ocorreu a apregeiza

Essa prética tradicional de ensino, tem se mosiradiwaz, pois os alunos tém
desenvolvido a capacidade de reproduzir procedwsentecanicamente, mas nao
aprendem o contetdo e ndo sabem utiliza-lo em ®atmtextos (BRASI, 1998).

Assim, é necessario utilizar o dinamismo da mateaqtara proporcionar ao
aluno a oportunidade de produzir significado e, ¢esn, ser agente da construgcdo do
seu conhecimento valorizando sua bagagem cognifaa.a medida que se redefine o

papel do aluno no processo ensino/aprendizagemeatsp redimensionar também o
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papel do professor.

O professor deve serarganizadorda aprendizagem, pois além de conhecer o
seu aluno ele tem que escolher situacdes que pibssita construcdo de conceitos. Ele
também deve ser facilitador porque ndo é mais responsavel pela exposicédo deotod
contetdo aos alunos, mas aquele que fornece asnafoes necessarias, as quais 0
aluno ndo tem condi¢des de obter sozinho. Outrakdaes séo atribuidas ao professor
como mediador,a medida que valoriza as propostas dos aluno®mmgye debates
sobre resultados e métodos. Como imeentivadorda aprendizagem, o professor é
visto com a func&o de estimular a cooperacao estadunos, trabalhando, pois, o lado
argumentativo dos mesmos através das mais varitmass (escrita e verbal).
(BRASIL, 1998).

Seja como organizador, facilitador ou mediador ofggsor € um importante
personagem dentro do processo ensino-aprendizagemiamdo os alunos, nos
diferentes niveis, na busca pelo dominio dos comfetos necessarios para se
tornarem cidadaos respeitados e conscientes gempelina sociedade.

A formacao de cidad&aos criticos é dos objetivoaigeto ensino:

- Compreender a cidadania como participacéo seqmilitica, adotando, no
dia-a-dia, atitudes de solidariedade, cooperaca®pédio as injustigas,
respeitando o outro e exigindo para si 0 mesmeeiesp

- Posicionar-se de maneira critica, responsaveinstativa nas diferentes
situacdes sociais, utilizando o didlogo como fodeamediar conflitos e de
tomar decis@es coletivas. (BRASIL ,1998, p 6).

Segundo Kessler (1998), um grande desafio no moceducativo é promover
uma educacédo includente através das competénégdasxpelo mercado e ao mesmo
tempo capacitar o individuo para o exercicio de gidadania ativasustentada pela
participacéo, pela busca do dialogo e do bem comum.

Para Matos(2003, p.1) “ a finalidade dltima daceddo € a mudanca social em
direcdo a uma sociedade mais justa e mais igualitdrAssim, a escola deve
proporcionar espacos de discussdo que permitancagagem o conflito de opinides e
pontos de vista com o propésito de formar cidad&gos. Portanto uma educacao
critica ndo pode ser um simples prolongamento t&de social existente, mas ao
contrério ela deve se opor as contradi¢des sociais.

De acordo com esta visdo cabe aos professorestdendaia a preocupacao cada

vez maior com a importancia da matematica nesteepso. Uma matematica como
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instrumento de intervencdo e transformacdo, cada mais se faz necessaria
ultrapassando o limite fisico da escola e se emaeldo com as questdes sociais e
politicas de nosso tempo. A nossa sociedade esla wez mais dependente da
matematica, através de modelos complexos, sendaauaindo de hoje € exigido do
cidadao “ a capacidade de saber lidar com esseslospdlesoculta-los, perceber a sua
presenca, ser critico relativamente aos modos &#o@ceites na sociedade, perceber
as intencbes e os modos como sdo produzidos, METQS, 2003, p.2). Esta
capacidade reflexiva esta ligada a um tipo de aonfeto, denominado por
Skovsmose (2001) como “conhecer reflexivo”, relaamo a competéncia de refletir
sobre o uso da matemética e avaliar esse uso.

Educar matematicamente, “inclui levar os alunospeoiar-se de modos de
entender matematicamente as situacdes do dia-dMpTOS, 2003, p. 3). A educacao
matematica critica € uma linha de trabalho quesapta e fundamenta propostas de
redirecionamento do que tem sido a educacdo matamBsta preocupacao traz a tona

questdes levantadas por Skovsmose como:

a quem interessa que a educagdo matematica sej@zada dessa maneira?
Para quem a educacdo matematica deve ser voltada®o vitar
preconceitos nos processos analisados pela edunst@matica que sejam
nefastos para grupos de oprimidos como trabalhadaregros, indios e
mulheres? (SKOVSMOSE, 2001, p.7).

Estas questdes exploram a idéia de que a educagineicessariamente que ter
uma dimensado de democratizacdo. Esta democratjzag@Skovsmose (2001), ndo so
€ possivel como traz consigo um importante pap&digacdo matematica como uma
porta de entrada para uma sociedade cada vezmm@isgnada de tecnologia.

Esta porta de entrada faz da educacdo, e consemerie da educacao
matematica, um caminho para a socializa¢do doishativ Diante desta necessidade de
uma educagédo voltada para a emancipacao do indivddeducacdo matematica critica
traz “a expressdo das preocupacdes sobre os psmeapoliticos que a educacao
matematica pode desempenhar na sociedade” (SKOVEVZIHS, p.101)

A matematica deve proporcionar para aqueles quenandm condicdes de
exercer a sua cidadania, “ndo somente por permifgitura critica do real, como
também por desenvolver no educando formas de peits&s na percepcdo das
possibilidades de transformacao desta realidadeES®LER, 1998, p.3). Mas, segundo

esta autora, a mateméatica também pode dificuléaresso a essa cidadania, pois se para
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aguele que a detém, serve como caminho para acaiidada em contrapartida para
aguele que ndo a domina ela atua como um filtreakadificultando o exercicio da
cidadania ativa, colaborando com a construcao deidadéao passivo, a mercé de sua
propria sorte.

Esta matematica que enfatiza a memorizacdo, o m@nwe formulas e
algoritmos na maioria das vezes desvinculados tidi@eo do aluno e que nao estimula
o desenvolvimento de competéncias que poderianamdlesenvolver uma postura
critica diante da sociedade, esta ainda muito ptese escola. A necessidade de se
formar cidaddos cada vez mais atuantes exige rapenpapel da matematica e seu

ensino:

[...] o ensino de Matematica prestara sua cong#mia medida que forem
exploradas metodologias que priorizem a criacdo edtratégias, a
comprovacao, a justificativa, a argumentacéo, driesgritico, e favorecam
a criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativaspoal e a autonomia advinda
do desenvolvimento da confianca na prépria capdeidde conhecer e
enfrentar desafios. (BRASIL ,1998, p 22).

Segundo Kessler (1998) as competéncias basicas ateamidtica para o
exercicio de uma cidadania ativa ndo estdo ligadpsnas a conhecimentos

matematicos, mas também a

[...]formas de pensar e agir que possibilitam prapa individuo para ser
capaz, ndo sO de estabelecer relacbes entre dsadesue o contexto,
levando a um desvelamento do real, como também aetarc as
possibilidades de transformacgdo deste real. (KE®S1B98, p. 3).

Dentre estas competéncias basicas Kessler (199B,dpstaca o pensamento
combinatorio, definindo-o como “sendo aquele quelef uma situacdo onde varias
possibilidades levam a um determinado resultadste pensamento é importante no
contexto de uma educacdo voltada a cidadania, wraque € importante para o
cidadao analisar uma série de possibilidades dpostss para uma determinada

situacao, permitindo assim a avaliacdo das posséafiicOes alternativas

3.2 O pensamento combinatério na matematica escolar

Desenvolver o pensamento combinatério € desenvaleapacidade de analisar

situacOes, estabelecer padrdes e identificar pbdaides. O trabalho com o pensamento
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combinatdrio é necessario e seu desenvolvimentaag séries iniciais, €é muito
importante pois o0 aluno é estimulado a desenvaduer capacidade de raciocinar e

tomar decisoes.

A resolucdo de problemas de contagem, no ensingafoental, coloca o
aluno diante de situagBes em que € necessarioaaghjetos, em diferentes
guantidades, caracterizando os agrupamentos feMostentar solucionar
essas situacdes, ele podera aperfeicoar a maeed@nthr os agrupamentos e
desenvolver, assim, o raciocinio combinatério. (BRA1998, p. 136).

Trabalhar o desenvolvimento do raciocinio combinat@ partir das séries
iniciais do Ensino Fundamental € também uma formaindentivar os alunos na
utilizacdo das diferentes formas de representatdioelas, esquemas, diagramas,
escritas numericas,...) COmo recurso para expre$sias, ajudar a descobrir formas de
resolucdo e comunicar estratégias e resultados.

Borba e Pessoa (2009) evidenciam que mesmo nadeaeado um trabalho
mais sistematizado comcambinatdrianos anos iniciais, € possivel desenvolver bem
cedo o pensamento combinatorio. O desenvolvimemoqaal se referem né&o
necessariamente esta ligado ao conhecimento dasl&®, mas ao desenvolvimento de
habilidades que proporcionem o levantamento, a nizgedo e a escolha de
possibilidades em problemas de contagem estimuladastuagdes cotidianas.

Apesar da percepcao da importancia de desenvoltinreas séries iniciais, o
pensamento combinatério ndo tem sido muito difumdids livros didaticos. E, quando
o contetdo é mencionado, acaba nao sendo expldeaftoma devida, o que limita os

alunos, como constatam Pessoa e Saraiva:

Desta forma, torna-se necessdaria uma maior atel@giautores/editores em
relacdo ao numero de problemas de raciocinio catdrin propostos em
suas obras, visto que a construcdo de um conciit@merge apenas de um
tipo de situacdo, ou seja, é necessaria a divaasdo de situacdes para
viabilizar a construcdo desse conceito. (PESSOARARVA 2006, p.14).

Pessoa e Saraiva (2006) destacam que, apesalala twrientacdo que € dada
em relacdo a difusdo do pensamento combinatdrigéréss iniciais, os livros didaticos
enfatizam os problemas que envolvem as demaist@stsumultiplicativas com pouca
énfase nas estruturas multiplicativas relativageasamento combinatério.

A discusséao sobre a exploracao do raciocinio cambiiio nas séries iniciais se

intensifica quando se trata do 2° ciclo do ensim@ldmental. Notamos que nos PCNSs,
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ao serem propostos os contetdos do 2° ciclo dm@rfandamental, o raciocinio
combinatério é apontado como uma forma de dar fgigdo a multiplicacao.
Apresentar a multiplicacdo destacando sua relagdoacadicdo de parcelas repetidas é
apenas uma abordagem frequentemente utilizadaguegsor si s6 néo é suficiente.

Ha necessidade de explorar um campo mais amplo ighéfieados da
multiplicagcdo, compreendendo situagcdes que poderardeer o entendimento das
estruturas multiplicativas (BRASIL,1998). Estasia¢des podem ser divididas em trés
diferentes grupos.

No primeiro grupo estdo as situacdes nas quais assam operacao de
multiplicacdo relacionada com a idéia de propomgidade, podendo ser denominada
multiplicacdo comparativa. Exemplo: Em uma recd#abolo sdo utilizados trés ovos
assim para se fazer quatro bolos seréo utilizadasvths. Os problemas que envolvem
essa idéia sdo muito frequentes nas situacOesiar@&l e, por isso, sdo mais bem
compreendidos pelos alunos.

O segundo grupo envolve as situacfes associaddigéd@o ale parcelas iguais.
Exemplo: Num pequeno auditério, as cadeiras esisjgostas em 7 fileiras com 8
cadeiras cada uma, totalizando 56 cadeiras.

No terceiro grupo estdo as situacdes associadafeia de combinatoria.
Exemplo: Tendo duas bermudas (uma preta (P) e wared (B)) e trés blusas (uma
rosa (R), uma azul (A) e uma cinza (C)), de quamaseiras diferentes posso me
vestir?

No que se refere ao quarto ciclo do ensino fundéahgpartindo do principio
que os alunos em ciclos anteriores jA desenvolvegairatégias para resolver os
problemas de contagem, € defendida a apresentacimblemas envolvendo valores
maiores, de modo que percebam o principio muléplio como recurso que auxilia a
resolver mais facilmente muitas situacdes. (BRAEIRS).

Ao tentar solucionar problemas de contagem, osoalypoderdo aperfeicoar a
maneira de contar os agrupamentos e desenvoh&m,as raciocinio combinatério.
Consequentemente poderdo desenvolver maior segueangatividade para enfrentar
situagOes-problema do dia-a-dia, que dependem mheaosistematizadas de contar,
passando a dispor de uma ferramenta Gtil e motreagara a aprendizagem da
probabilidade e da estatistica.

No quarto ciclo do ensino fundamental é propostmbtam um trabalho

abordando o tépico probabilidades, com a finaliddeldevar os alunos a perceberem
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que, por meio de experimentacdes e simulacdes,nmpoddicar a possibilidade de
ocorréncia de um determinado evento e comparasa agrobabilidade prevista por
meio de um modelo matematico. Para tanto, terdmdstruir o espaco amostral como
referéncia para estimar a probabilidade de sucatpando-se de uma razéao.

Esta relacdo estreita de dependéncia entre corabaatprobabilidade é cada vez

mais explorada.

No trabalho com probabilidade é fundamental qual@sos compreendam o
significado de espaco amostral e sua construcé quaitagem dos casos
possiveis, utilizando-se do principio multiplicatie de representacdes como
uma tabela de dupla entrada ou um diagrama deear®RASIL, 1998,
p.137).

Nesta relacdo de dependéncia Roa e Navarro-P¢RO@l) destacam que
muitas dificuldades encontradas em probabilidad® sBcorréncia do néo
desenvolvimento adequado das idéias matematicaisatise combinatoria.

Diante da necessidade de uma educacéo cada vexotiata para a formacgao
de cidaddos conscientes e participativos, insenmdosnundo das informacdes e das
novas tecnologias, o raciocinio combinatério € deneamenta de extrema importancia
e que por isso deve ser trabalhado desde as s@dess de forma a desenvolver nos
alunos a capacidade de analisar, comparar e avdiiarentes possibilidades e

resultados.

3.3 A pesquisa sobre o pensamento combinatorio

O conteudo de Andlise Combinatoria assume umagmwsie destaque dentro da
Matematica discreta e, de forma geral, na formag&oindividuos para uma sociedade
que exige cada vez mais a capacidade de estabedtmgies, verificar regularidades,
buscar alternativas, experimentar, organizar dadagematizar resultados, validar
solucdes, e outras caracteristicas inerentes aapemto combinatério.

Devido a importancia deste conteudo e as dificiddapresentadas por alunos e
alguns professores, faz-se necessaria a buscabdaliss que possam contribuir no
processo de ensino e aprendizagem deste conteldoaloesta presente na grade

curricular de escolas de Ensino Médio e até mesmmo abgumas do Ensino
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Fundamental. Na busca por alternativas, muitas ymess| tém sido realizadas,
elaborando propostas de Ensino de Andlise Combiaatdm vistas a minimizar ou
superar as dificuldades para com o conteudo.

Segundo Batanero, Godino e Navarro-Pelayo(19%alse combinatoéria deve
ser evidenciada dentro da matemética discreta seedessario cada vez mais 0 seu
desenvolvimento na mateméatica escolar. Estes auémidenciam a necessidade deste
conteudo nao ser simplesmente visto como uma fermtamitil & probabilidade.

Kapur citado por Batanero, Godino e Navarro-Peld@96) destaca dentro do
trabalho com o pensamento combinatério alguns m®tpelos quais se justifica o seu
ensino na matematica escolar tais como o desenvehio da capacidade de enumerar,
testar, generalizar e organizar informacdes; aicagdo em diferentes areas como
quimica, fisica, biologia e outras; a facilidadeseér explorado em diferentes niveis nao
dependendo de formulas e assim possibilitando ho®s uma nova percepcao da
matematica; o favorecimento do estudo com entendoneée conceitos mateméaticos
como fungao, conjuntos e outros.

Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) explavamdelevancia deste tema
desenvolveram uma pesquisa na qual foi aplicad@umstionario com 13 problemas
para analisar a capacidade combinatéria de 72@8asts na faixa etaria de 14-15 anos.
Diante das dificuldades apresentadas pelos alunasitores consideraram a existéncia
de 11 tipos de erros entre os quais: 0 erro denorue qual os alunos ndo conseguem
identificar a diferenca entre arranjo e combinagaerro de repeticdo quando o alunos
se confundem com a possibilidade ou ndo de repgtiermos; o erro de enumeragéo
nao sistematica na qual o aluno, por tentativar@ &nta encontrar as possibilidades
sem buscar um método que lhe permita o resultagtogdiresposta intuitivas erradas
nas quais o aluno apresenta um resultado sem nerjhstiiicativa.

A dificuldade com problemas envolvendo o pensameotobinatorio ndo €
uma exclusividade dos alunos do ensino béasico odion&koa e Batanero (2001)
realizaram um estudo sobre raciocinio combinatooim alunos universitarios do curso
de licenciatura em matematica da Universidade de#&la na Espanha, aplicando o
mesmo questionario proposto por Batanero, Godimtaearro-Pelayo(1996). Diante
dos resultados encontrados os autores constatarnem alguns casos, as dificuldades
encontradas por estudantes universitarios coincicem as dificuldades apresentadas
pelos alunos do ensino médio e, em alguns casésmasmo se mostram mais

apronfundadas ou enraizadas no que se refere aarpento combinatorio.
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Diante destas dificuldades apresentadas e da iampiat do raciocinio
combinatdrio na atividade escolar, pesquisadoesfieadores tem buscado alternativas
para seu ensino.

Pedrosa (2008) ao propor a introducdo de conceioanalise combinatéria
para criancas do primeiro ciclo do ensino fundaalesdlienta a importancia de dar as
criancas a liberdade de buscarem estratégias ma@ucdo de atividades. Esta
“liberdade” proporciona o desenvolvimento do peresaim combinatorio referente as
capacidades de analisar, buscar padroes, orgaleraentos, testar, fazer conjecturas,
entre outros. Tais habilidades sdo cada vez mausriantes em uma sociedade como a
nossa, na qual a matematica tem sido utilizadguéetemente, para respaldar decisdes,
atestar imposicdes e conquistar “aliancas”.

Pessoa e Borba (2007) em um estudo sobre estmatéigiaresolucdo de
problemas de raciocinio combinatérbservaram que a escola tende a valorizar o
formalismo matematico deixando de lado a capaciddoe alunos. Em muitos
conteudos, por exemplo a analise combinatoriat&abque os alunos possam utilizar
0os métodos informais de resolucdo, sem dominar éaswufas. Ao analisar o
desempenho e as estratégias de alunos da 12 @iedtieéEnsino Fundamental na
resolucdo de problemas combinatérios constataram apl alunos “desenvolvem
interessantes estratégias que devem ser aproweifaa escola para ajuda-los a
avancar na compreensao dos diversos tipos de prable no seu desenvolvimento
conceitual” (PESSOA; BORBA, 2007, p.16).

Diante da necessidade de valorizagdo da capacitaddiva” que muitos
alunos desenvolvem para resolver exercicios semndoras regras escolares Vargas
(2009), ao apresentar o conteudo de analise combmagara alunos do 2° ano do
ensino meédio, destaca a importancia de uma mudaecacomportamento dos
professores ndo mais como transmissores do condieimiimmas através de uma postura
investigativa, como mediadores da aprendizagena iBan Vargas (2009) desenvolveu
e aplicou uma sequéncia didatica na qual se pregprar atividades investigativas
por meio de resolucédo de problemas que viessemefts estudantes para uma postura
de agente de sua aprendizagem” (VARGAS, 2009, )p. 68

Nesta sequéncia, Vargas (2009), além de salientapartancia das atividades
investigativas também destacou a importancia do enton de socializacdo das

atividades, no qual os alunos, além de apresentater® respostas, compartilharam
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seus questionamentos que foram esclarecidos pafiespor/pesquisador de tal forma a
explorar as diferentes possibilidades de solucidesngradas pelos estudantes.

Proporcionar aos alunos a oportunidade de sodiairs idéias € uma forma de
envolvé-los no processo de construcdo do conhetiméiente desta importancia
Frant, Castro e Lima (2001) exploram o pensameotobiatorio e a importancia da
estratégia argumentativa dos alunos. Para as audonacessario promover na sala de
aula o debate onde os alunos possam expor suas b necessariamente atraves de
uma simbologia matematica. Neste processo de esysw solucdes, ser questionado,
rever suas interpretagcdes, entre outros que sd&nw@sidos pelo debate, o aluno
produz conhecimento e desenvolve sua capacidad@etacdo e interlocucdo com o
meio no qual esté inserido.

Esteves (2001) em sua dissertacdo de mestradojoastos fatores que
influenciam o raciocinio combinatério em alunosrmo ano do ensino fundamental
(antiga 82 série). A autora salienta que atividades analise combinatoria que
incentivam o aluno no comportamento de busca détdsps e que despertam o
raciocinio sdo instrumentos importantes no procdssensino aprendizagem a medida
que envolvem esse aluno na construcdo do seu @ropnhecimento. Esteves (2001)
através da aplicacdo e andlise de uma sequénativitkades de anélise combinatoria
que trabalham a contagem direta, o principio mlidépvo e a diferenca entre arranjo e
combinacdo (sem a utilizacdo de férmulas) conclyike € possivel e desejavel o
desenvolvimento dos conceitos de anédlise combiaadérda no ensino fundamental de
forma significativa.

O trabalho com problemas que possam proporciofemngiarizacdo dos alunos
com exercicios de contagem através de resoluc@rapenvolvam férmulas tambéem
foi uma alternativa apresentada anteriormente pgarns (1999). Ao propor uma
sequéncia para introduzir o contetdo de andlisebir@toria em uma turma de ensino
médio, Sturm (1999) destaca a importancia de urea ifsicial na qual os alunos se
utilizam de recursos como enumeracao sistematéa@e de possibilidades. Sturm

destaca a importancia deste trabalho inicial :

Passei a acreditar que o ensino combinatério dedarsatravés de situacdes-
problema. As formulas devem aparecer em decorré&asaxperiéncias dos

alunos na resolucdo de problemas, devem ser cidegtrie ndo ser o

elemento de partida para o ensino de cada temanjarr Permutacdo e

Combinacdo. (STURM, 1999, p.3).
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Apesar de serem apresentadas diferentes posdgiledigezara o desenvolvimento
dos conceitos de analise combinatéria alguns aiterdatizam que ndo € uma
exclusividade dos alunos a dificuldade com estetetmn. Costa (2003) em sua
dissertacdo de mestrado, na qual estuda as comsedQ8 professores de matematica
sobre o uso da modelagem no desenvolvimento docia@ combinatério no ensino
fundamental, destaca que os professores estdo marados no que diz respeito a
materiais de apoio (livros didaticos, parametraseamlores, proposta curricular,...) mas
em sua maioria ndo conhecem o0 objeto matematicoaligen Combinatoria)
suficientemente para apresenta-lo aos seus alunos.

Ao constatar a dificuldade dos professores em &elago conteldo analise
combinatoria, Costa (2003) enumerou algumas desiasldades que coincidem com
as dificuldades apresentadas por alunos, do emséwio, destacadas por Batanero,
Godino e Navarro-Pelayo(1996) tais como: a fadtash procedimento sistematico que
permita o calculo de todas as alternativas; reapaatradas sem nenhuma justificativa;
a dificuldade em perceber a importancia ou ndordano dos termos nos exercicios de
analise combinatéria; o ndo uso da arvore de pbdaibes ou sua construcéo
inadequada.

As pesquisas desenvolvidas apontam a necessidadepédesar o ensino de
analise combinatoria. O trabalho exaustivo com tdas visando mecanizar o0 processo
de resolucdo de situagcdes combinatorias ndo prioparco desenvolvimento do
pensamento combinatério. Faz-se necessario dadditbe aos alunos de resolverem os
problemas explorando estratégias diferenciadatesedies formas de representacdo de
suas idéias matematicas.

A medida que estes alunos s&o incentivados a altemnativas para chegarem
aos resultados também é importante proporcionar ento® nos quais eles possam
apresentar suas idéias e questionamentos tornandmgentes participativos na
construcdo de seus conhecimento.

Este pensamento combinatoério tdo importante pa@ures sendo trabalhado
desde as séries iniciais favorece a atitude refigxddendo proporcionar aos educandos
um ensino que valorize sua bagagem cognitiva esgjaemais préximo de sua realidade

despertando seu interesse e envolvimento no pweasmo-aprendizagem.
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3.4 Formas de representacdo matematica das idéias dnalise combinatoria

A matematica lida com objetos matematicos que $hetas abstratos e que
portanto ndo sdo diretamente percebidos. Para cenlesses objetos é necessario
representa-los, utilizando sinais graficos.

Essa perspectiva sobre a natureza dos objetos aAtatesn e sobre a
representacdo desses objetos é a mesma parafilasofos e matematicos, entre eles
Raymond Duval, um fildsofo francés que juntameren cseus colaboradores tem
estudado “os processos cognitivos e linglistice®lgitos nas inlmeras maneiras de
se expressar as idéias matematicas” (KALEFF, 2001).

Duval (2003; 2009) explora o fato de que o objettamatico por sua abstracao
necessita de uma mediagdo para se tornar aceasigejeito. Esta mediacdo acontece
através da representacdo que, no caso da matemagcassita de formas de
representacdo além da linguagem natural, utilizag@dicos, diagramas, esquemas,
expressdes simbdlicas (que constituem a linguadgébraca), figuras geométricas...
etc. Estas representacfes que utilizam uma linguagmstituida pelo emprego de
regras de sinais (signos) sdo chamadas de retae8es semidticas.

Esta relacdo, representacdo/objeto, que proporcimnacesso ao objeto
matematico se torna fundamental para dar sustengeéstudo da matematica uma vez
que “toda comunicacdo em matemética se estabedecebase nessas representacdes”
(MACHADO, 2003, p. 8).

Segundo Duval o estudo de matematica é importamtgup pode contribuir
para o desenvolvimento geral do aluno, de sua wame de raciocinio, de analise e de
visualizacdo. O ensino da matematica deve proqassibilitar ao aluno a “capacidade
de compreender, efetuar e controlar ele préprio iversldade dos processos
matematicos que lhe sdo propostos em situacaostte&{DUVAL, 2003, p. 12).

A diferenca que existe entre a atividade cognitwa matematica e a que €&
exigida em outros dominios do conhecimento ndo ms$aconceitos, uma vez que a
conceituacado é processo comum as ciéncias, maslpalhto com as representacoes.
Sendo assim Duval (2003) destaca duas caractasiggiee fazem das representacoes
semidticas este diferencial a medida que impulsiona desenvolvimento do
pensamento matematico.

hY

A primeira esta ligada a “importancia primordiasdapresenta¢cfes semiotticas”
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(DUVAL, 2003, p. 12). Esta importancia esta asstai ao desenvolvimento do

pensamento matemético tendo como condicdo neaeseariesenvolvimento das

representacdes semidticas. Duval exemplifica espitancia citando a mudanca do
sistema de numeracéo grego/romano para o sistemanaeracdo decimal, que passou
a oferecer maiores possibilidades para o desenvehio da matematica.

A segunda caracteristica mencionada por Duval (2p02) estd na “grande
variedade de representacdes semidticas utilizadasnatematica”. Dominar estas
diversas formas de representacdo é condicdo ndeepsdia 0 desenvolvimento do
pensamento matematico o que faz da atividade deseptacdo um elo entre o sujeito e
0 conhecimento matematico.

O dominio da multiplicidade das representacoes@aas ndo esta somente em
conhecer as diferentes representacdes, mas sinaleen ielaciona-las. Duval (2003)
destaca a dificuldade que os alunos tém para ae@imudanca de representacdo, como
se o entendimento dos alunos sobre um determinadteldo ficasse restrito a
representacéo utilizada. Esta dificuldade, segenaator esta ligada ao fato de que néao
se pode pensar no contelldo como se estivesseatistiacforma que o representa, pois
apesar de serem diferentes, objeto e representasiimbelecem uma relagdo de
dependéncia.

Como nao podemos acessar diretamente 0s objetcsmatatos, que séo
abstratos, a forma de conhecé-los depende de seegampmais de um tipo de
representacdo desse objeto. Conforme Duval colgsa“é a Unica possibilidade de que
se dispbe para ndo confundir o conteudo de umaeseptacdo com o objeto
representado” (2003, p.22).

Ao mencionar esta diversidade de representacOoesotgmm utilizadas em
matematica e a possibilidade de converter as repeges produzidas em um sistema
em representacdes de outro sistema se faz necesgplorar a idéia dogistros de
representacdo,aos quais Duval (2009) associa o grau de liberdadgue um sujeito
pode dispor para explorar e comunicar informacdamanterlocutor. Segundo Kalef
(2006, p.2) “Duval adota os registros de repreg@otgara particularizar as diferentes
modalidades de representacdo semidtica que se giodeir ao objeto.” Assim para
Duval (2009) esse conjunto de registros de reptasg@o de um objeto matematico
constitui um sistema de registros de representacao.

Duval fala da diversificacdo dos registros de regméacdo semidtica, da

diferenciagcao entre representante e representddmecessidade de coordenacao entre
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os diferentes registros de representacdo semidisponiveis. Estes trés fendmenos
sao estreitamente ligados e a producao de sigiifina trabalho com as representacdes

depende da relacdo existente entre eles como dd3taal:

Nos sujeitos, uma representacdo pode verdadeiranfencionar como
representacéo [...] apenas quando duas condigdegra@nchidas: que eles
disponham de ao menos dois sistemas semiéticaewliés para produzir a
representacdo de um objeto [...] e que eles passzgeder espontaneamente
de um sistema semidtico a outro, mesmo sem per@beepresentacdes
produzidas(DUVAL, 2009, p.38).

Ao mencionar a variedade de registros, Duval (20f¥)classifica em dois
grupos: o0s registros monofuncionais que apreserdhyoritmos préprios em sua
estrutura seja através de uma representacdo dvsclosmo o sistema de escrita
numeérica (binaria, decimal, fracionaria,...) e bhijga (expressdes literais, equacdes) ou
através de uma representacdo nao-discursiva comafisos cartesianos (mudanca de
sistemas de coordenadas, interpolacéo, extrapglagéoregistros multifuncionais cujo
tratamento ndo é algoritmizavel seja na represgataiscursiva como a linguagem
natural ou na representacao ndo-discursiva corfiguaas geometricas planas.

Em matematica ha uma diversidade de registros mtesentacéo; a linguagem
algébrica, as figuras geométricas, os gréaficosesanos, as tabelas sdo sistemas de
representacdo muito diferentes entre si e que eqas especificidades proprias.
Duval (2009) fala da diferenciacédo entre represdgata@ representado ou forma e
conteudo de uma representacdo. Um objeto pode mesemtado por diferentes
representacdes, mas nao ser confundido com elasnAs objeto fungéo por exemplo,
pode ser representado de formas diferentes — ezptagsio grafica, expresséo algébrica,
representacdo na forma de tabela — mas uma fuldghé nma tabela ou um gréafico ou
uma expressao algébrica.

Duval fala na coordenacao entre os diferentestregisle representacdo como

uma condicdo necessaria para a compreensdo. Comderee objeto matemético

namero exige integrar as diversas formas de repiaas@ desse objeto: %9 cinco;

10x 05 séo diferentes representacdes que se refereregsmaombjeto matematico.

Duval (2009) afirma em sentido contrario a out®&itos que a apreensdo ou

producdo de uma representacdo semidtica por uraidlidi, ou seja, a “semidsis” €

% Consultar, por exemplo Kaleff (2004) para um maletalhamento das relacdes entre os aspectos
cognitivos e linguisticos na aprendizagem matemasegundo Duval.
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imprescindivel para a “noésis”, ou seja, para aoacagnitiva, por exemplo de

apreensdo conceitual do objeto. Por isso Duvamafique ndo ha “noésis” sem
“semidsis”. Em particular a aprendizagem mateméaimantece na medida em que 0s
diversos registros de representacdo semidtica s@wdenados, possibilitando a
conceituacao do objeto matemaético.

Diante de uma situacdo problema e da necessidasle d#lizar os registros de
representacdo, o aluno tem que estar atento abpolsgie de trocar de registro a
medida que um registro possa se tornar mais efecem que o outro. Cada registro tem
as suas limitagbes especificas, surgindo a neeefssida utilizacdo de mais de um
sistema de expressdo e de representacdo. Assimsituagdo problema em andlise
combinatéria que pode ser resolvida em princifpiavas da enumeracéo de casos ou
da utilizacdo do diagrama de arvore, a medida guwadaveis aumentam (questdo de
generalizagdo), demanda a sistematizacdo do pionftipdamental da contagem, para
simplesmente se trabalhar com a multiplicacdo desiptidades. Existe, assim o
problema da escolha entre varios registros de septacao, daquele que pode facilitar
os célculos, tornando o conteddo mais compreensivpbrtanto, da importancia do
aluno conhecer os diferentes registros de repras@nt Segundo Duval (2003), de um
ponto de vista pedagdgico, procura-se o melhostregde representacdo a ser utilizado
para que os alunos compreendam.

Duval (2003, 2009) trabalha com dois tipos de fansacbes das
representacdes semiodticas. O primeiro tipo de ngalad o tratamento onde a
transformacdo da representacdo ndo implica em uotamga de registro, por isso é
dita “interna a um registro”. O segundo tipo de angh é aconversaoonde a
transformacdo da representacdo implica na mudamgaedistro conservando a
referéncia aos mesmos objetos, por essa razdoh&ada como uma transformacéo
externa.

Vamos ilustrar essas operacdes a partir de sitsagfieblema sobre andlise
combinatoria.

Exemplo 1:

Um torcedor brasileiro resolve comprar um ingrgsa assistir um dos trés primeiros
jogos da selecao brasileira na copa do mundo aébdutSabendo que existem dois
tipos de ingresso, um para cadeira especial e q#ra arquibancada, determine o
namero de possibilidades que este torcedor temgaan@rar um Unico ingresso.

Dentre as diversas formas de representacdo quempeer utilizadas neste
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exercicio vamos destacar dois tipos de represemtaggéienvolvem registros diferentes.
O primeiro tipo de representacdo é a representfigdi@l conhecida como arvore de

possibilidades.

Cadeira Especial

1° Jogo
Arquibancaca
Cadeira Especial
Torcedor 2° Jogo
Arquibancada
Cadeira Especial
3° Jogo

Arquibancacda

Nesta representacdo os alunos podem perceberisapassibilidades que o
torcedor tem de comprar seu ingresso.

O segundo tipo de representacéo referido € o sicabumérico. Neste registro
é utilizada a multiplicacdo das possibilidades cdomma de se encontrar as solugdes:

3 x 2 =26

L Possibilidades de lugar: arquibancada ou cadeira
especial.

Possibilidade de jogos: 1° jogo, 2° jogo ou 3° jogo

Podemos perceber a mudanca de registro que aeatdegarimeira solugéo para
a segunda caracterizando assim a conversao. Estiitidade de trabalhar diferentes
registros de representacdo depende muito do tipacitecinio exigido no exercicio. Por
isso a necessidade de se dominar os diferentestrosgi pois a medida que um se
mostra mais adequado do que o outro € possivelersao.
Exemplo 2:
Uma equipe de vblei é composta por quatro atletadaeles Bruno, Pedro, Marcos e
Julio. Se esta equipe for disputar uma competicgweeisar inscrever uma dupla,
guantas sao suas opc¢oes?

Neste exercicio, o problema é proposto na linguagetural e a solucdo, como
0 numero de pessoas € pequeno, pode ser feitagmamegistro da linguagem natural
caracterizando um tratamento. Assim o0 aluno podargpelaescrita das opcoes
apresentar a resposta: Bruno e Pedro, Pedro e §advtarcos e Julio, Julio e Bruno,
Bruno e Marcos e Pedro e Julio, num total de sgiad. A escrita de opc¢des pode, por

outro lado ser feita de forma mais sistematicatigds de um primeiro nome e
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compondo as possibilidades de duplas, obtendo:dBeuPedro, Bruno e Marcos, Bruno
e Julio, Pedro e Marcos, Pedro e Julio, Marcoslie.JNessa busca de uma melhor
forma de representacdo de suas idéias o aluno gErdancentivado a experimentar

novas formas de representar como:

o

Bruno Julio Marcos Pedro

T2

Jllio Marcos Pedro

0>

Marcos Pedro

A representacdo figural esquematica adotada palitafaa compreensao e a
solucao do problema.

No Exemplo 2, se tivéssemos um aumento no numesatletas, a utilizacdo da
linguagem natural tornaria o célculo das opc¢des alteanativa muito mais cansativa e
sujeita a erros sendo recomendada uma mudancgpoeEseatacdo para se efetuar o
calculo das opcdes.

Consideramos assim, um terceiro exemplo.

Exemplo 3:
Uma equipe de vblei é composta por 12 atletas. Estspe vai disputar uma
competicdo e precisa inscrever uma dupla, quaétasigs opgoes?

E desejavel que para a solu¢do do problema o géuseja capaz de trabalhar
com o registro algébrico, empregando com significad formula de combinacao
simples, e utiliza-la para calcular a combinacada2iéatletas) tomados 2 a 2 e escrever:

12

Cizz = (12-2)2

As operac0Oes de tratamento dentro do registro camdwa simplificacdes e
12! 12.11

Assim, as possibilidades de montagem das duptaaséodo 66.
Neste exemplo o problema, proposto na linguagemralag interpretado e

resolvido através da linguagem algébrica. Essaatme exige aonversdode um
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registro a outro ndo é imediata, a menos que aoncado dado, o aluno seja capaz de
relacionar a operacdo de combinacao simples ensuf@rmatematica associada a essa
operacao.

E possivel que num primeiro momento o aluno fagmgio de simplesmente

usar o principio multiplicativo para obter 12 x 1132 possibilidades e depois dividir
por dois %2: 66duplas) pelo fato de inicialmente cada dupla téo siontada duas

vezes (Pedro e Paulo e Paulo e Pedro). Essa splogaolanca mé&o do registro
algébrico formal, a formula algébrica de combinagiopde uma conversao ao utilizar
0 registro simbolico-numérico, para a resolucdopdoblema proposto e a seguir
operagbes de tratamento (no mesmo registro numépia@ chegar a resposta. A
solucao, justamente pelo fato de ndo lancar m&ordaula matematica, pode ser mais
adequada, num trabalho desenvolvido junto a aldw®nsino fundamental, ao se
introduzir as idéias de combinacgéo simples.

A transformacéo por conversao de registros envolfsgo de que os alunos nao
conseguem a principio perceber o mesmo objeto edHoem mais de uma
representacdo. Para trabalhar a conversédo o akweosaber transitar entre os diversos
tipos de registros associando e aprimorando adelegnhecimento e representacao.

A dificuldade da conversdo de representacfes @giélal diretamente com
aquilo que Duval (2009) classifica comoohgruéncid das representacdes endao
congruéncid das representacdes. Para Duval:

O procedimento de correspondéncia de duas repsgdest pertencentes a
registros diferentes pode ser estabelecido locdémepor uma
correspondéncia associativa das unidades signifisanelementares
constitutivas de cada um dos dois registros. (DUV2009, p.64).

Se existe a correspondéncia termo a termo entrenmmdes significativas
respectivas estamos tratando da congruéncia ema® representacdes, porém quando
nao existe esta correspondéncia entre as repre8eattalamos de ndo congruéncia. Os
dois casos citados podem ser exemplificados.
1° caso:

“ O conjunto dos nimeros naturais multiplos de-fx € N/ x = 2n e rE N} .

Neste caso se fala em congruéncia, pois existe ammaspondéncia termo a

termo e a conversao inversa permite encontrar @esfo inicial do registro de partida.

Se x€ N, entdo estamos falando de um subconjunto dos w@38maturais. Como x = 2n



a7

entdo x é multiplo de dois logo & N/ x = 2n e n€ N} implica em “O conjunto dos
ndameros naturais multiplos de 2”.

O 2° caso é apresentado por Duval (2009, p.65)éxt@do exemplo: “O conjunto
dos pontos que tém abscissa e ordenada de mesahe-sixy > 0”.

Neste caso ndo existe correspondéncia termo a temm® vez que a expressao
“x.y > 0" pode assumir um significado diferente algpressado apresentada no exercicio
como, por exemplo, “a abscissa e a ordena tem mmsmal’. Temos assim um caso
de ndo congruéncia, pois a conversao inversa nmaatpeencontrar a expressao inicial.

No caso da andlise combinatéria a congruéncia eoferegistros de
representacdo nem sempre € tdo perceptivel o gquental a dificuldade no trabalho
com a conversao. Isto fica evidente em alguns &iescem que o aumento do niumero
de variaveis induz a uma mudanca de registro. Blestercicios o aluno, pela néo
congruéncia dos registros, se coloca segundo O@eal, p. 21) “como que em um
enclausuramento de registro.” sujeitando-se ao erro

Para exemplificar esta situacdo analisemos um iekeraoo qual se deseja
calcular a quantidade de anagramas de duas palsgra a primeira, com uma
guantidade menor de letras e a segunda com umatidpger maior. Tomemos
primeiramente a palavra LUA.

Para resolver este exercicio muitos alunos seartilida linguagem natural por
ser mais comum a eles. Assim sdo escritas todacées para determinar a quantidade
de anagramas: LUA, LAU, ULA, UAL, ALU e AUL totalando 6 opcdes.

Outra forma de resolver este exercicio seria afililo a representacédo
simbdlico-numérica na qual se multiplica as posidinies de cada letra 3 x2x 1 =6
opcoes.

Aparentemente, devido a ndo congruéncia, estestmeggise mostram muito
diferentes um do outro. Esta diferenga € minimizamha a utilizagio de outros registros

como, por exemplo, a arvore de possibilidades:

Uu—A
LA —u
L—A
ANAGRAMAS UL
A—L
L—uU
AL
u—_L

Podemos perceber nesta representacdo sua relagh@ ¢mguagem natural
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através das palavras formadas nas ligagfes entetras Da mesma forma, podemos
perceber sua relagdo com a representacdo simimiinérica sendo que a quantidade
de opcdes esta estabelecida na quantidade de galmegando com trés depois dois e
por fim um galho.

Assim a arvore de possibilidades, neste exemplie ger uma forma para que o
aluno compreenda a conversao do registro naturalingglagem para 0 registro
simbdlico-numérico. A importancia da compreensas arios tipos de representacao
entendendo os processos de conversao de um regisutro € imprescindivel para a
resolucdo de problemas envolvendo situa¢gfes degaanag com 0 aumento do numero
de letras, por exemplo, no calculo dos anagramasldara BURACO.

Através da linguagem simbdlico-numérica, multiptida-se as possibilidades,
conseguimos calcular facilmente a solucéo sendd & # x 3 x 2 x 1 = 720 anagramas.
Porém, a escrita das opcOes, linguagem natura, ifigciavel pela quantidade de
anagramas.

A ndo congruéncia existente na conversado detregda linguagem natural
para a linguagem simbdlico-numérica, como em outeggstros, aumenta o grau de
dificuldade do exercicio, pois com o aumento dasvais aqueles alunos que nado
conseguem trabalhar a converséo se limitam a uenndigiado tipo de registro e assim
ficam vulneraveis ao erro.

Esta troca de registro que por um lado pode tavm@nteddo mais dificil para
alguns alunos pode proporcionar a outros a realpoeensdo do conteudo. Duval
(2003) destaca dois pontos de vista que abordafaroha diferenciada a mudanca de
registro (conversao). Por um lado o ponto de \isiéematico trata a conversdo como
forma de se atingir o objetivo de forma mais raméan nenhuma participacdo nos
processos matematicos de justificacdo ou de ppmia,estes acontecem baseados em
um tratamento efetuado sobre um determinado regiBtr outro lado o ponto de vista
cognitivo em que a conversao conduz aos mecanisutjacentes a compreensao.

Assim Duval (2009) enfatiza a necessidade da a¢fiz da conversdo em
detrimento ao tratamento, pois enquanto o trataom@ntta o sujeito por acontecer no
interior de um Unico registro a conversao requeorhecimento e a coordenagdo entre
diferentes registros. Duval destaca que “esta gaetd coordenacéo dos registros e 0s
fatores suscetiveis de favorecer esta coordenagace@m entdo como questbes
centrais para as aprendizagens intelectuais” (DUN28I09, p.39).

Embora n&o seja utilizada essa linguagem de registe representacdo, o0s
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PCNs valorizam a operagdo de conversdo a medideapoetam a necessidade de
utilizacdo das diferentes representacdes. Como asncdtérios de avaliacdo para o
ensino fundamental espera-se perceber no alunpagidade de resolver problemas de
contagem e indicar as possibilidades de ocorr@rmétado evento, utilizando mais de

uma forma de representacdo das idéias matematicas.

[...]Jo professor verifica se 0 aluno é capaz delves problemas de contagem
gue possibilitem obter o nimero de agrupamentdigamdo procedimentos
diversos, como a construgdo de diagramas de artabelas, graficos,
etc.(BRASIL ,1998, p.77).

O trabalho com as diversas formas de representsgi@idtica associadas ao
raciocinio combinatério explorado no ensino fundatalepode proporcionar ao aluno
uma habilidade maior de utilizacdo de diversossteng algébricos, figurais, além da
linguagem natural que sdo Uteis para se trabalar & informagédo de tal forma a
interpreta-la e explora-la consolidando o procelssaprendizagem matematica.

A proposta de abordagem do raciocinio combinatddoensino fundamental,
aqui apresentada tem como meta incentivar o uso dii@entes registros de
representacdo, na construcdo das idéias de amaélisbinatdria simples. Para isso
utilizamos os métodos de inquirigdo como estrageggaensino e aprendizagem.

3.5 A investigagao e o desenvolvimento do pensamegbmbinatorio

Ponte (2003) destaca que tradicionalmente ensimovestigacdo sao Vvistos
como atividades distintas e que nédo podem serltradeas de forma conjunta sem que
uma ndo comprometa o desenvolvimento da outra. Pamée a idéia de investigacdo
traz consigo a idéia de conhecimento, pois a @iledde investigar “ndo € mais do que
procurar conhecer, procurar compreender, procuraorgrar solugbes para 0s
problemas com os quais nos deparamos.” (PONTE,, 20@3).

A atividade investigativa em matematica, como adifrota (2005), possibilita
uma abordagem mais dindmica da aula na qual o glasga a ter um papel importante

como “coadjuvante” na constru¢cado do conhecimento.
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Praticas investigativas introduzidas na sala da del matemética parecem
ser cruciais para o desenvolvimento de uma posés@eculativa em
matematica, podendo gerar também, um deslocamenfocd da aula, do
professor para o aluno, no sentido de uma aula codéborativa. (FROTA,
2005, p.2).

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) destacam ques gsticas investigativas em
matematica se desenvolvem em torno de situacdddepras nas quais 0 primeiro
grande passo € identificar claramente o problemesalver. Estes autores enfatizam
que na busca pela solu¢do do problema se deserevplestura especulativa, citada por
Frota (2005), podendo ser feitas outras descobeuas para o0 processo ensino-
aprendizagem, se tornam t&o ou mais importantesa oducao do problema original.
Assim segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2003)eécqptivel e extremamente
importante, em matematica, a relacdo estreita qxistee entre problemas e
investigacoes.

A resolugdo de problemas é ponto de partida dadate matematica. Nos

PCNs é destacada a importancia de se trabalhatiadaaproposi¢do de problemas.

A resolucdo de problemas, na perspectiva indicadbspeducadores
matematicos, possibilita aos alunos mobilizar coithentos e desenvolver a
capacidade para gerenciar as informacdes que @@ alcance. Assim, 0s
alunos terdo oportunidade de ampliar seus conhatimacerca de conceitos
e procedimentos matematicos bem como de ampliasao \ue tém dos
problemas, da Matemética, do mundo em geral e deken sua
autoconfianca. (BRASIL,1998, p. 40).

O trabalho com a resolucdo de problemas compregudio etapas segundo
Polya (1995). A primeira fase &ampreenséo do probleneaesta subdividida em duas
etapas: a primeira € familiarizacdqg em que € feita uma leitura preliminar para
visualizar o problema como um todo; a segunda atapaiste n@perfeicoamento da
compreensaatravés de uma leitura detalhada e atenta, emsegpeocura identificar os
dados, a incognita e tudo aquilo que o problema transigo, organizando as
informacdes e, se for possivel, estabelecendodetagntre elas.

A segunda fase, de acordo com Polya (1995)esgtabelecimento de um plano.
Para esta fase é necessario algum conheciment® s@ssunto abordado, para que se
possam estabelecer relacbes e procurar problem@&siosgs que possam estar
relacionados com o problema em questdo. Caso némcsatrem problemas correlatos,
€ necessério tentar reformular (variar, transfoymmadificar,...) o problema.

7

Apds o estabelecimento de um plano é necessaricugxw. Aqui se da a
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terceira fase, quando se coloca o plano em pratigae, segundo Polya (1995), pode
ser mais facil, uma vez que se trata de executpreofoi planejado. Nesta fase cada
passo deve ser realizado de forma detalhada, cardo-se cada operacéo algébrica e
geomeétrica e assim certificando-se da correca@assos.

A gquarta e Ultima fase é retrospectoguando o aluno tem a oportunidade de
refletir sobre as etapas desenvolvidas, reconsider@ re-examinando o resultado
encontrado, bem como todo o processo que o0 lev@ueste resultado. Esfase
proporciona ao aluno a consolidacdo do conhecimento aperfeicoamento da sua
capacidade de resolver problemas. Nesta fase tad@mpelo professor o aluno tem a
possibilidade de perceber que a resolu¢do de uirigmma ndo se limita a um Unico
caminho expandido suas estratégias para lidar saqnestées matematicas.

Para Polya (1995) o papel do professor no trabalhm a resolucdo de
problemas é muito importante. O professor preci&arepresente e auxiliar os seus
alunos. Este auxilio precisa impulsionar o alundrabalho independente, valorizando
a experimentacdo, a analise, a verificacdo, dedogoe o0 aluno possa aos poucos
construir as idéias sobre cada topico matematico.

Trabalhar com a resolugéo de problemas demandasaqig&ncia de acdes ou
operacgOes para obter um resultado; a solucao t@exdicita, mas € possivel construi-
la. A necessidade de desenvolver habilidades queitaen levantar conjecturas, provar
os resultados, testar seus efeitos e comparafaremties caminhos para obter a solugcéo
tiram o foco da importancia da resposta corretateam@sferem para o processo de
resolucéo.

Ernest (1996) fala em pedagogia de inquiricdo mtca&aracterizar os métodos
de inquiricdo que categoriza como descoberta guiagsolucdo de problemas e
abordagem investigativa. Na categorizacdo, Ernt396) apresenta os papeis dos
professores e alunos como forma de diferencidNasdescoberta guiada o professor
formula o problema com o objetivo em mente cabeawaluno seguir as orientagdes.
Na resolucédo de problemas o professor também farmyproblema, porém deixa o
método de solugdo em aberto possibilitando ao adscolher o seu préprio caminho.
Na abordagem investigativa o professor escolhe sitnacdo de partida cabendo aos
alunos definirem seus proprios problemas e redob/é-

Frota destaca a importancia da utilizacdo destésdog baseados na inquiricao
ao propor que “a introducéo de uma pedagogia deripgo passa por romper com uma

série de concepcdes e valores atribuidos a: mataménsinar e aprender matemética,
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papel do professor e da escola”. (FROTA, 2005, p.3)

Ponte (2003) afirma que dulvidas e questionamentogest mediante a
necessidade da utilizacdo destes métodos de ic@piem sala de aula. Este autor
evidencia trés etapas fundamentais a serem exped uma atividade investigativa a
ser desenvolvida em uma aula ou em um conjuntalds.a

A primeira fase € a apresentacdo da atividade grefessor. Ponte, Brocardo e
Oliveira (2003) enfatizam que mesmo sendo brevia, empa € fundamental para o
resto da atividade. Nesta fase, denominada arradquaula, Ponte afirma que o
professor deve garantir que todos os alunos comgage o sentido da tarefa tornando-a
“fundamental para que o aluno entenda qual é adetijue o professor espera dele
nessas aulas.” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 200289).

A segunda fase é o desenvolvimento do trabalhdaNase, individualmente ou
em grupos, os alunos devem se concentrar em resab/esituacbes problemas
propostas. Neste momento a intencdo é que os atlesenvolvam 0S processos que
caracterizam a atividade investigativa como a egghio e formulacdo de questbes, a
formulacdo de conjecturas, o teste e a reformulagioonjecturas, a justificacdo de
conjecturas entre outras.

A terceira fase € a discusséo dos resultados Hagoaocializadas as solugdes
encontradas. Ponte, Brocardo e Oliveira (2003)raiin que as atividades investigativas
proporcionam boas aulas de discussdo nas quaisungsapodem confrontar suas
conjecturas cabendo ao professor o papel de mediBdses autores apontam alguns
aspectos positivos que podem ser evidenciados fassta

A fase de discussao €, pois, fundamental para guEumos, por um lado,
ganhem um entendimento mais rico do que signifieastigar e, por outro,
desenvolvam a capacidade de comunicar matematitaraate refletir sobre
0 seu trabalho e o seu poder de argumentacdo. (BORROCARDO;
OLIVEIRA, 2003, p.41).

O desenvolvimento destas fases e 0 sucesso ddaaltvmatematica envolvida
dependem muito da participacdo do professor, gse exerce um papel determinante
nas aulas de investigagcdo. O professor diante dengelvimento do trabalho dos
alunos deve por um lado Ihes proporcionar “a autoa@ara ndo comprometer a sua
autoria da investigacdo e, por outro lado, garamiie o trabalho dos alunos seja
significativo do ponto de vista da disciplina ma#tica” (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2003, p.47). Desta forma, a postura dofessor nestas atividades se
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destoa da atitude requerida em outros tipos de@glae representa um desafio a sua
pratica, mas que se traduz, segundo Ponte (2008),mementos de realizacdo
profissional.

A proposta aqui apresentada, de introducdo ao pemda combinatério com
alunos do ®ano do ensino fundamental, é a tentativa de umalagem fundamentada
na pedagogia da inquiricdo, propondo situagbeslgmab e incentivando o uso de
diferentes formas de representacdo em matematicavés de aulas que se inspiram
nos métodos de inquiricdo (ERNEST, 1996) esta [@tap® uma estratégia para que os
alunos possam desenvolver uma visao diferenciadmdlise combinatéria, como um
conteudo mais proximo de sua realidade e exploatdavés da multiplicidade de

registros de representacao.
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4 A ANALISE COMBINATORIA EM TEXTOS DIDATICOS DO ENS INO
FUNDAMENTAL

O livro didatico ocupa um lugar de destaque no gssc de ensino
aprendizagem, consistindo em um recum«iliar e importante na conducdo do
trabalho didaticoO texto didatico torna-se um interlocutor, umriastento de dialogo
com o professor e com o aluno, na medida em quesapia ndo apenas 0s contetdos
matematicos, mas uma perspectiva sobre o saberestse€lado e sobre 0 modo de se
conseguir aprendé-lo mais eficazmente. Em outrés/m@es o livro didatico expressa
uma concepc¢ao de matematica e do que é aprendamnatata.

Ao se propor a introducdo do pensamento combimat@iensino fundamental
nao se pode desprezar o fato de que o discursaidiesnprofessores pode transparecer
uma certa insegurancga para ministrar este contetna,vez que a formacdo de alguns
professores pode ter deixado a desejar no quefes® 1@ construcdo do pensamento
combinatodrio, muitas vezes trabalhado sem umansidizacdo do assunto, conforme
destacado, por exemplo em Costa (2003). Entendgo®s livro didatico desempenha
um importante papel de fornecer ao professor insnios tedricos (que precisam ser
complementados) e metodoldgicos para o ensino dessetdo.

Diante da proposta de trabalharmos o pensamentdicatario no 9 ano
(antiga 82 série) do ensino fundamental atravéstdaducdo de idéias relacionadas as
operagles de arranjo, combinacdo e permutacad@njolg importante uma anélise de
como esse conteudo é abordado em algumas colegdlaabs didaticos do ensino
fundamental.

Procedemos a uma andlise da abordagem de tal donéed alguns livros do
ensino fundamental a partir das seguintes categjoria

» forma como o conteudo é introduzido;

» conceitos de analise combinatéria explorados magades propostas;

+ formas de registros de representacdo utilizadosgi@mnas, tabelas,
arvores de possibilidades,...).

As coleg¢bes analisadas foram:

« Tudo é Matematica- 6° a 9° ano — Luiz Roberto Danilitora Atica —
Séo Paulo, 2008.
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« Novo Praticando Matematica - 6° a 9° ano — Alvarwlvni, Maria J.
Vasconcellos — Editora do Brasil, 2006.

* Matematica Fazendo a Diferenca — 6° a 9° ano € BRosBonjorno,
Regina A. Bonjorno, Ayrton Olivares — FTD — S&o I8ag006.

* Matematica para todos — 5% a 82 série — Luiz Mamienes, Marcelo
Lellis - Editora do Brasil — S&o Paulo, 2007.

As colecdes escolhidas foram ou estdo sendo uld&zaras escolas que o
pesquisador trabalha, incluindo a escola na quialdésenvolvida a pesquisa. O
programa nacional do livro didatico (PNLD), que temomo objetivo auxiliar o
professor na escolha de livros de qualidade, w@iacidentre as 16 colecdes
recomendadas em 2008, as quatro cole¢des que &mr@madas nesta pesquisa.

4.1 Andlise da f Colecdo -Tudo é Matematica

O livro traz no Capitulo 2 do livro do 6° ano, ont&iido “Operacdes

fundamentais com numeros naturais”. Ao introduzMadtiplicagdo o autor apresenta

bY

algumas idéias associadas a multiplicacdo e umes delocélculo do numero de
possibilidade®u combinacdes possiveis
Neste livro, o contetdo é apresentado através dexemplo que desenvolve o

principio multiplicativo e que se utiliza de umamesentacao figural.

Numa lanchonete ha 4 tipos de suco: laranja, aba-
caxi, morango e meldo. Eles sdo servidos em copos de
3 tamanhos: pequeno, médio e grande. Quantas sdo as
possibilidades de escolha ao pedir um suco?

Como sdo 4 tipos de suco e para cada tipo ha 3 tama-
nhos de copo, o total de possibilidades & dado por:

4x3=12

Pode-se também pensar em 3 tamanhos de copos e
para cada um, 4 tipos de suco, ou seja, 3 x 4 = 12.

Figura 1: Extraida de Dante (2008) - Tudo é matiema6® ano, p. 41.

Apds a apresentacdo deste exemplo € proposta witaae, que explora ainda
a mesma situacdo do exemplo. Embora o enunciadceti@oe a pergunta do exemplo

0 autor pretende que o aluno complete uma tabélezando entdo outra forma de
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representacdo das idéias matematicas (figura 2)a Wegunda atividade propbe a
ampliacdo dos dados dispostos no exercicio antéeidal forma que o aluno utilize a

representacdo simbdlico-numérica como alternativa pncontrar a resposta.

Complete a tabela, que apresenta 4 tipos de suco e 3 tamanhos de copos.

Pequeno [ Médio @ Grande
Laranja laranja pequeno
Abacaxi abacaxi grande
Morango
Melgo meldo médio

Figura 2: Extraida de Dante (2008) - Tudo é mateaa® ano, p. 41.

O conteudo volta a ser trabalhado somente no tier®@° ano. No capitulo 10
intitulado “Nocdes de Estatistica e Probabilidade”apresentar o conteudo “noc¢des de
probabilidade” trabalha-se o0 pensamento combirat@iravés do célculo das
possibilidades de ocorréncia de um determinadoteven

Neste capitulo vemos o calculo de permutacdes sdedenvolvido em dois
exercicios classicos. O primeiro envolve a formad&onimeros com algarismos
distintos. Apesar de priorizar o célculo das prdimdzes, o exercicio pede que o aluno
“forme” todos os numeros de trés algarismos d$inSendo assim o aluno nao é
incentivado a calcular as possibilidades pelo fpioamultiplicativo (3. 2. 1= 6) mas
sim pela escrita das opg¢des ( 123, 132, 213, 23 e3321). O segundo exercicio, na
figura 3, envolve anagramas (anagrama é definitto gugor como diferentes posicdes

das letras em uma palavra).
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Vejz alguns anagramas com a palavra AMOR: AMOR, ROMA, MORA, OMAR

Escravd todos os anagramas da palavra AMOR 2 responda:

3) Uuantos 5o os anagramas formados?

o} Quantos terminam em vagal?

t} Sorteando ao acaso, qual 3 prebabilidade de um desses anagramas terminar em vogal?

d) Sorteando a0 acase, gual @ probabifidade de um desses znagramas comecar @ terminar am
CONSOANTE?

Figura 3: Extraida de Dante (2008) - Tudo é matemd® ano, p. 283.

No exercicio de anagramas, o autor trabalha comnameracdo das
possibilidades, propondo a utilizacdo da linguagearral, registro em que o exercicio
é proposto. Nao é feita a ligacdo da solugdo obitidantivando, por exemplo, o aluno
a determinar o numero de possibilidades, usandmoipio multiplicativo.

Nesta colecdo o autor apresenta idéias relativagasamento combinatorio em
dois momentos: o primeiro como uma idéia assocactaltiplicacdo ainda no 6° ano e
0 outro na introducdo do conteudo de probabiliddtkstas duas abordagens o autor
ndo apresenta um texto explicativo localizando eragio dentro do contexto do
pensamento combinatorio e também néo faz distigéice os diferentes tipos de
agrupamentos que sao feitos - permutacdo, arramjondinacdo- na resolucdo dos
problemas.

No manual do professor ndo séo encontradas infd@®saqQu sugestdes sobre
este tema embora o autor enfatize a importancieciocinio combinatério como um
dos objetivos do ensino de matematica a medidalgsigerta no aluno a capacidade de
analisar quais e quantas séo as possibilidaddgaecorrer.

Sao apresentados poucos problemas, quatro no doialexploram diferentes
tipos de representacdo como a tabela e representigeéial. As transformacgdes de
representacdes ndo sdo muito exploradas pelo éatpue os exercicios privilegiam a
observacdo das possibilidades e sua contagem eepmi@® muitas vezes através da
escrita das opcgoes.

No 1° exemplo, apresentado no livro do 6° ano,toraxplora a conversao de
um registro de representacdo para outro quandoseapgee a multiplicacdo de
possibilidades associada a uma representacéao Ifigureo forma de resolvé-lo, o que
nao volta a acontecer em momentos posteriores edrmrgerido, por exemplo, quando

0 assunto é novamente abordado no livro%an®.
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4.2 Andlise da 2 Colecgéo - Novo Praticando Matematica

Ao introduzir o contetdo “Multiplicacdo e divisa@ chimeros naturais” no
volume 1 (referente a 6° ano) o autor apresentaamico chamado “ As idéias da
multiplicagdo” no qual apresenta a multiplicacédm repenas como um registro de
adicdo de parcelas iguais ( 3 + 3 + 3 = 3 x 3 m8} também a apresenta aplicada a
contagem de possibilidades. Estantagem de possibilidadessta associada ao
pensamento combinatorio.

O conteudo é apresentado por meio de um exempla qesolvido de duas
maneiras: usando a representacédo por meio de @lktatamente, pela multiplicacdo

de possibilidades.

Além das camisetas, os alunos encomendaram chaveiros, bonés e porta-lapis. Montaram kits
contendo uma camiseta e um dos outros itens: boné, chaveiro ou porta-lapis.

Uma tabela mostra quantas opcdes diferentes de kits eles podem montar.

Complementos

' A

*®)

Com duas cores de camiseta e trés tipos de complemento, os alunos podem montar seis opcae:
diferentes de kit:

Camiseta

2st=16

Figura 4: Extraida de Andrini e Vasconcelos (2008pvo Praticando Matematica’ &no, p.50.

Ao apresentar o exemplo da Figura 4 os autorealhaim com a ampliacdo do
namero de opcbes passando para trés cores de tmmrBsquatro tipos diferentes de
complementos para que os alunos possam responeler.résposta apresentada os
autores esperam que os alunos trabalhnem a mugalic das possibilidades
encontrando 3 x 4 = 12 Kits.

ApoOs a apresentacdo do conteludo sdo propostossaépancicios dentre eles

dois que estéo relacionados com o conteudo emé&gudsdestes exercicios, segundo a
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resolucdo apresentada pelos autores, espera-seogjudunos trabalhem com a

multiplicac@o das possibilidades (figura 5) ao gwlé escrever as possibilidades.

@ Marcia foi a uma loja e comprou:

v uma bermuda azul e outra vermelha;
v uma camiseta verde, uma lilds e outra amarela.

De quantas maneiras diferentes ela poderd se
vestir?

Figura 5: Extraida de Andrini e Vasconcelos (2008pvo Praticando Matematica’, &no, p.50.

Nos volumes 2 e 3 ( referentes ao 7 e 8° ano) dessana colecdo o conteudo
nado é explorado. No volume quatro (referente aan®9), trabalha-se o tema “no¢des de
probabilidade” no quarto capitulo. Neste capitalm propor o calculo da probabilidade
como a divisdo entre as possibilidades favoraveasnéimero total de possibilidades,
sao apresentados exemplos e exercicios que envolpemsamento combinatério.

Ao expor um exercicio no qual se calculam as pogkilles sobre o lancamento
de uma determinada moeda, o livro apresenta o lodlatravés da arvore das
possibilidades representado na Figura 6:

=

Figura 6: Extraida de Andrini e Vasconcelos (2008pvo Praticando Matematica’ éno, p.118.

No final do exemplo os autores apresentam o piimenultiplicativo como uma

alternativa mais rapida e facil para o calculo apossibilidades encontradas.
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Sa0 16 resultados possivels.
Se vocé lembrar do principio multiplicativo, economizara fempo:
Para cada langamento ha duas possibilidades: 2 - 2+ 2 - 2 = 16 possibilidades no total

Figura 7: Extraida de Andrini e Vasconcelos (2008pvo Praticando Matematica’, &no, p.118.

Entre os exercicios propostos, trés trabalhamia ke analise combinatoéria. O
primeiro exercicio propde o lancamento de dois samboqual é sugerida a utilizacéo de
uma tabela (figura 8) para ajudar na contagem dssilfilidades. No segundo exercicio
calculam-se as possibilidades que um casal temlatejpr ter dois filhos. Neste
exercicio ndo é proposta nenhuma forma para selaalas possibilidades, ficando a
cargo do aluno. O terceiro exercicio em questédéd associado ao exemplo dado na

explicagdo do conteudo que trabalha o langcamentoogelas.

@ Dois dados de cores diferentes sdo langa- Sugestio: Elabore em seu caderno uma tabela
dos, e ¢ observada a soma dos pontos das faces  como a seguinte.
superiores.

a) Qual € a soma de pontos gue tern mais pro-
babilidade de acontecer?

b) Qual é a soma de pontos que tem menos
probabilidade de acontecer?

<) Determine a probabilidade de se obter a
soma de pontos igual a 5.

d) Determine a probabilidade de se obterem
nameros iguais nas duas faces.

Figura 8: Extraida de Andrini e Vasconcelos (2008pvo Praticando Matematica’, &no, p.122.

Como na colecdo anterior o raciocinio combinat@iaexplorado em dois
momentos sendo o primeiro no 6° ano associadaa déemultiplicacdo e depois no 9°
ano associado ao contetdo de probabilidade.

Os autores desta colecédo exploram as diferenteg$ode representacdo como
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arvore de possibilidades, tabela e representagdiooico-numeérica (multiplicacdo de
possibilidades). Em poucos casos, como nas figbras7, estas representacdes sdo
confrontadas e a conversdo de um registro em o@itapresentada como possibilidade
para facilitar os calculos.

A apresentagdo do conteudo, tanto no 6° como ram@°acontece através de
exemplos resolvidos sem uma abordagem tedrica @ssalte o pensamento
combinatdrio como € mencionado pelos autores aatizafem, no livro do 9° ano, que
“por meio de problemas, pretende-se desenvolvemaaocinio combinatério e a
compreensao do principio multiplicativo.” (ANDRINH VASCONCELOS, 2006, p.
12). Como na cole¢do anterior ndo sdo apresentadosi@gsrcue envolvam o0s
diferentes tipos de célculo (arranjo, permutac&orebinacéo) utilizados em exercicios

de contagem.

4.3 Andlise da 8 Colecéo - Matematica Fazendo a Diferenca

Esta colecdo explora bastante o principio mulggpvo no 3° e 4° ciclos do
ensino fundamental. Como nas colecdes anteriosts, ligro apresenta os primeiros
exercicios de pensamento combinatorio relacionadosonteddo de multiplicacédo no
livro do 6° ano (antiga 52 série). No terceiroitdp intitulado “Multiplicagdo” séo
apresentadas as idéias com as quais a multipliestaogelacionada: Adicdo de parcelas
iguais, proporcionalidade e combinacdo. A combioagéxplora o principio
multiplicativo destacado nesta pesquisa.

ApoOs a distincdo e apresentacao rapida das idésciadas a multiplicacéo,
dentre elas a combinacdo, sdo apresentados algardceos resolvidos. Entre estes
exercicios, um se destaca (figura 9) como possiulk de desenvolver o pensamento
combinatorio, ndo sO pela idéia trabalhada, maa pe$olucdo apresentada pelos

autores.
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Imagine que vocé e mais nove amigos disputam uma corrida.

Quantas s&o as possibilidades de chegada para os trés primeiros lugares? N&o valerm empates.

Figura 9: Extraida de Bonjorno e Olivares (2008)atematica Fazendo a Diferencdabo, p.51.

O exercicio apresenta, dentro da analise combiaatdraciocinio de arranjo de

|
10 pessoas tomadas trés a Gétgos) = Q 303)1 - 10'?;8-7-

=1098= 720} . Os autores
abordam a idéia de arranjo a partir do principidtiplicativo. Na resolucéo os autores
destacam as dez possibilidades para o primeirccadto sendo que qualquer pessoa
pode chegar em primeiro. Para o segundo lugar soboave possibilidades, e assim 8
possibilidades para o terceiro sendo feita a cpata multiplicacdo 10 x 9 x 8 = 720
possibilidades. Apesar de este exemplo apresemarabordagem de solucéo diferente
das outras cole¢cbes, as demais atividades proppstascolecdo ndo exploram esta
diferenca.

Nos livros de 7° e 8° ano (antigas 62 e 72 séni@s)encontramos exercicios que
estejam relacionados com o contetudo explorado pestguisa. JA no livro do 9° ano
encontramos no oitavo capitulo, intitulado “Noc¢d@ks probabilidade”, seis paginas
dedicadas ao principio multiplicativo nas quais siplorados os mais variados
exercicios.

Na introducdo do conteudo € apresentado um exenmplgual um rapaz que
dispbe de duas bermudas (cinza e preta) e de amssetas (branca, vermelha e
amarela) para fazer uma caminhada pela areia da. [Bapondo que este rapaz va
escolher uma bermuda e uma camiseta para essahe@aios alunos sdo questionados
sobre as opc¢des deste rapaz.

Os autores ao introduzirem o conteudo valorizararegpcao das possibilidades
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através de diferentes tipos de representacdo cporogxemplo, diagrama, tabela e

arvore das possibilidades.

Por maio oe um diagrama = Por meio de uma fabela
bermuda camiseta
camiseta
B A v
=+ franca bermuda
e vermelha

preta e=—} | i+ CB | CA | OV |

\ U amarala P FE | PA | PV |

* Por meio de um diagrama “arvors das possibilidades”

bermuda camiseta
g e R
Co—— A CA
TR ———
= — FB
P e A —— PA
R S ——

Figura 10: Extraida de Bonjorno e Olivares (2008)atematica Fazendo a Diferenc8a®o, p.248.

ApOs a introdugdo do conteudo, duas atividadedvidas sdo apresentadas. A
primeira explora uma corrida disputada por quaaoos (A, B, C e D). Pergunta-se
quantas e quais sdo as possibilidades de chegadasdearros. Para resolver esta
questdo os autores apresentam duas representagtii®ss A primeira € uma arvore
das possibilidades na qual percebemos as seidbidssies que correspondem ao carro
A em primeiro lugar e assim respectivamente comacach dos outros carros,
chegando-se num total de 24 possibilidades. A skgun através da representacao
simbdlico-numérica na qual se multiplica as posdinles de chegada para cada uma
das posicoes (4. 3. 2. 1 = 24).

No segundo exercicio apresentado, trabalha-sensaf@o de numeros de trés
algarismos distintos. Este exercicio € muito wdia dentro do contetdo de arranjo
simples, sendo explorado pelos autores sem aagfile de formulas (figura 11),

valorizando a multiplicacdo das possibilidades @ fagilita muito o célculo das opc¢des.
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Um numero de 3 algarismos é formado por trés ordesrmgena, dezena e unidade. Os
algarismos que devem ser colocados em cada ordefh 442, 3,4, 5,6, 7,8 e 9 (10
opcodes). Assim, temos:

Centena Dezena Unidade

~1 1
Um ndmero ndo pode Na ordem da dezena J& foram escolhidos um
comegar por 0. Logo devemos ter algarismos algarismo para as centenas

sdo 9 opgdes distintos, e um deles ja foi e outro para as dezenas.
escolhido para as Restam, portanto, 8 op¢Bes
centenas. Logo, restam 9 de algarismos.
opcoes.

Usando o principio multiplicativo 9 x 9 x 8 = 648meros

Figura 11: Extraida de Bonjorno e Olivares (20068)atemética Fazendo a Diferencaa®o, p.251.

Neste capitulo sdo propostos 18 exercicios reladms com o conteudo:
exercicios que trabalham as possibilidades dedeleide presidente e vice-presidente;
diferentes caminhos que podem ser percorridos do@e cidades; nimeros de casais
que podem ser formados com um grupo de pessoastagyalacas de carro podem ser
formadas; quantos anagramas podem ser formados.e et

Dentre todos o0s exercicios propostos, um nos chamais a atencdo por
apresentar, informalmente, a diferenca entre arranjcombinacdo. A figura 12
apresenta o exercicio que explora em duas situaciegortancia ou ndo da ordem dos

termos.

2 Giovana gosta de 5 sabores de sarvete: abacaxi, coco, limao, chocolate e morango. Deter-
mine guantas possibilidades ela tem para escolher duas bolas entre os cinco sabores, nas
seguintes condigoes:

a) duas bolas do mesmo sabor

b) duas bolas de sabores diferentes, néo importando a ordem em que s&o colocadas na
casquinha

c)duas bolas de sabores diferentes, importando a ordem em que s&o colocadas na
casquinha

Figura 12: Extraida de Bonjorno e Olivares (2008)atematica Fazendo a Diferenc8a®o, p.253.
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Ao propor o calculo das possibilidades para sellescduas bolas de sorvetes os
autores propdem na letbauma idéia de combinacgéo, estudada em analise natabg,
na qual a mudanca da ordem dos termos nao altexautiado final. J& na letaos
autores trabalham a idéia de arranjo na qual a ngadda ordem dos termos influi no
resultado final. Este € o Unico exercicio que ifieatmos nas quatro colec¢Bes
analisadas, que aborda esta diferencga.

O principio multiplicativo € apresentado no livro 8° ano como um tépico
antecedendo o estudo de probabilidade. Os autopessemtaram o0 principio
multiplicativo como alternativa para “resolver pierinas de contagem sem que seja
necessario enumerar seus elementos” (BONJORNO; ARBS, 2006, p.249). Para
realcar a sua importancia foram apresentadas ditsrdormas de representacdo nas
quais o principio multiplicativo foi utilizado comama opc¢ao mais rapida, valorizando
a conversao de registros.

Os autores ao apresentarem um planejamento paite@maaxprofessor, no livro
do 9° ano, destacam o conteudo principio multiplioa através do qual se espera

desenvolver os seguintes conteudos procedimentais:

-Desenvolver o raciocinio combinatdrio por meicsiteacdes problemas que

envolvam contagens.

-Reconhecer a necessidade do uso da multiplicagioresolucdo de

problemas de contagens.

-Realizar contagens, aplicando o principio multgivo e a divisdo para

reduzir agrupamentos repetidos. (BONJORNO; OLIVARHERG, p.24).

Percebemos nestes procedimentos e através dodceenmesolvidos que 0s

autores exploram as idéias de combinacao e arsanmoutilizar férmulas. A tentativa

destacar dois tipos de situagéo que demandam proseids distintos.

4.4 Andlise da 4 Colecio - Matematica para todos

Esta colecdo apresenta no livro do 6° ano um dapiticial intitulado “Um
panorama da matematica”. Neste capitulo sdo apeekey, de forma rapida, resumos
de alguns conteldos entre 0os quais aparece o pemgacombinatério em um topico
intitulado “Contando possibilidades”.

Neste topico, para introduzir a idéia de contagemiaga-se sobre o total de



66

placas de carro que podem ser formadas por tn@&s letquatro nimeros. Percebemos
gue dentre os exercicios que envolvem calculogdssibilidades foram evidenciados
alguns registros de representacdao como tabel@gadias e outros.

Na sequéncia do conteudo sdo apresentados setdc®emue exploram o
pensamento combinatdrio nos quais, para a resqlogé&utores propdem o uso de uma
tabela e a escrita das opgdes. Nos problemas posposra casa o0 autor apresenta: um
exercicio para se completar uma tabela de poskitidis; um exercicio que pede para
se montar uma bandeira com trés cores distintaghédas de um grupo de seis cores
diferentes; dois exercicios que trabalham a forgidade niameros de trés algarismos
(sendo distintos ou néo); dois exercicios para doantzores de carros.

Nesta mesma colecédo o autor propde no livro dan@°uan capitulo intitulado
“Padrées numéricos”. Neste capitulo é apresentadmrdaeudo “Possibilidades e
padrées” no qual o autor explora o calculo de pi&kdes priorizando dois tipos de
representacdo: arvore das possibilidades e repagden simbolico-numérica
(multiplicacéo de possibilidades).

O conteudo é apresentado com a resolucao de exemptoquais através da
utilizagdo de letras e numeros sdo formados coédiblestes exemplos, além da
resolucdo por tabelas e a arvore das possibilidasl@sitores enfatizam a multiplicacéo

das possibilidades como alternativa viavel, mas sempre aplicavel.

Tabelas e diagramas em forma de arvore ajudamtarcas possibilidades.
Perceber um padrdo nos problemas simples ajudess@or@er os mais
dificeis. Nos exemplos resolvidos o célculo pdde emcontrado por
multiplicacbes. Mas, cuidado! Nem sempre é possisal a multiplicacao
para contar todas as possibilidades de uma situdfl&NES; LELLIS,
2007, p. 65).
Embora os autores destaquem esse fato, ndo exieanrpliima situacdo em que
o principio multiplicativo ndo se aplique.
ApoOs a introducdo do conteldo s&o propostos cimeocieios para a sala de
aula e sete para serem feitos em casa. Estes aagrtiabalham possibilidades de
caminhos entre diferentes lugares, construcao dwedde possibilidades (figura 13),

construcdo de anagramas, formacéo de placas aeecantros.
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De olhos vendados, 3 maning vai pegar uma bola ¢ depnis
outra. Veja o gque pode ocorrer, g2 a primeira bola for azul:

| 1.2 bola 2.* boala

| _——azul
Azl -"'—.__”:F vermelha
T _preta

al Desenhe a drvore de possbilidades completa

B) A menina pode soriear uma bola azul & outra preta, ou uma vermelfra e outra azul, ou
uma preta e ouira azel eto. Ha varias possibilidades, Quantas ao lodo?

<) Multiplicando o ndmesd de cores pela de bolas sorteadas (3 = 2), terfamos 0 total de pos
sihilidaclasy

Figura 13: Extraida de Imenes e Lellis (2007) —eévtgitica Para Todos! @no, p.67.

Como nas outras cole¢des analisadas, o livro @ém8hao aborda o pensamento
combinatorio. Este conteudo volta a ser trabalhadolivro do 9° ano, no quinto
capitulo intitulado “Estatistica”, que se iniciant@ topico “Contando possibilidades”.

Para apresentar o conteudo os autores se utilizammdexemplo no qual Diogo
guer montar uma bandeira com quatro faixas na dwtat sendo cada uma de uma cor.
Dispondo-se de quatro cores diferentes é propostalaulo das possibilidades de
configuracdo desta bandeira. Estas possibilidades apresentadas primeiramente
através da construcdo da arvore das possibilidada® seguida usando o principio
multiplicativo.

ApoOs a apresentacao do exemplo séo propostosrebigmas para serem feitos
em sala de aula e cinco problemas para casa. Ne&gscios encontramos anagramas,
lancamento de dados, formacdo de numeros, formdeédplacas (figura 14) entre

outros.

Fd ¥ E "
J3 TE“P'E“U nas placas dos automdveis? al Quantos mimeros dilerentes existem nas
placas de aulormdvess?

BKH 1{] E ? GRO 2339 b} Se a primeira letra da placa & X, quantas pos-

. ) sibilidades existern para 2 segunda letra?
L_ZE=iaear A o e ¢} Imagine as 3 letras da placa coma uma es-
ﬁ F H D ? U ? S E 1 122 pécie de “palavra®. Quantas “palavias” dife-
A letras sdo escofhidas em wm alfabelo de 26 rentes podem ser formadas?
letras (entram K, ¥ & W,

05 rirmenos comegant ent D000, Q00 T, D002,
Q0G3. .. e asnm por dignie, ofé 59993

Figura 14: Extraida de Imenes e Lellis (2007) —evigitica Para Todos; 8no, Figura 14, p.91.

Nesta colecdo o0s autores apresentam o conteGdoraxgd exemplos
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resolvidos e exercicios nos quais os alunos saaltesva comparar diferentes formas de
representacdo. Esta possibilidade de se trabalbar diferentes registros de
representacdo é mencionada pelos autores Imenekllie (R007, p. 90) para os quais
“uma boa habilidade de calculo exige o dominioat$ os recursos e saber decidir o
mais adequado em cada situagao”.

Os autores também enfatizam que qualquer que sejacwrso escolhido,
resolver um exercicio ndo significa simplesmentesgntar um namero como resposta,
mas principalmente expor o raciocinio que condazéla. Este raciocinio muitas vezes
esta representado por uma tabela, uma arvore déjidade, um diagrama, através de
uma operagcdo de multiplicacdo de possibilidadesitileacdo de vérios “recursos”
como os autores se referem e que entendemos caftiizacdo dos varios registros de

representacao € incentivada pelos autores da coleca

4.5 Os livros didaticos e a relacdo entre o pensante combinatério e a

probabilidade no ensino fundamental

O conceito de probabilidade, nas quatro colecbafisadas, € apresentado no
livro do 9° ano do ensino fundamental, associadchasces de um determinado evento
acontecer calculadas a partir da razdo entre o moee resultados favoraveis e o

namero total de resultados possiveis como o exed#fmura 15.

L z ~
E possivel medir a chance de algo acontecer. Essa medida é dada pela razdo:

nlmero de resultades favordveis
niimero total de resultados possiveis

probabilidade de um evento =

Quando a probabilidade é zero,
dizemos que o evento é in 2],
Quando a probabllldcde é 1 ou 100 %,
dizemos que € um ¢ f ;

Figura 15: Extraida de Dante (2008), Tudo é matem&® ano, p. 283.

O calculo probabilistico, em muitos casos, depetalecalculos referentes ao
pensamento combinatorio para determinar tanto idtaglos favoraveis como o total

de resultados possiveis estabelecendo assim uagioetle dependéncia entre estes
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dois conteudos.

Na colecdo “Tudo é matematica” o autor, apés aseptacdo da formula, utiliza
dois exemplos resolvidos para mostrar o calculo plababilidades nos quais as
possibilidades sdo determinadas sem a utilizacamaldelos referentes ao pensamento
combinatoério. Nesta cole¢édo séo propostos noveciexes para serem feitos em sala e
mais cinco exercicios para casa.

Dos exercicios de probabilidade propostos poderestadar quatro que estao
diretamente ligados aos calculos de andlise condriaae a utilizacdo dos registros de
representacdo. O primeiro envolve a formacdo deenisnde trés algarismos distintos
com os digitos 1, 2 e 3. Apesar de ser faciimeakeutado pela permutacdo simples o
autor apresenta a solucao através da escrita gasf123, 132, 231, 213, 312 e 321).
O segundo exercicio trabalha com o calculo dosranas que podem ser formados
com as letras de uma palavra antes de se calalprohabilidades. Apesar de pedir
para determinar o nUmero de anagramas o autor marpeée para que se escrevam
todos os anagramas o que induz o aluno a mudaemtasentacdo algébrica para
linguagem natural. Os exercicios trés e quatroatham o calculo de possibilidades
através de diferentes registros, tabela e diagramies de realizar os célculos de
probabilidade.

Percebe-se nos exercicios resolvidos e propostes ogurabalho com os
diferentes registros de representacdo e as tramsfdes entre estes registros é
necessario para se desenvolver o calculo das pokgies e consequentemente a
probabilidade.

A colecdo “Matemaética para todos” além de apresentdéia de probabilidade
como a chance de um evento acontecer traz alguits tpara tornar o contetdo mais
proximo da realidade dos alunos. Um dos textotulatio “Teoria e Pratica” apresenta
uma tabela com dados reais sobre o numero de aas®att uma cidade e analisa
algumas probabilidades a partir desta tabela. © também traz um texto que trabalha
a probabilidade envolvida no jogo da Mega-Senausa g autor apresenta a forma de
calcular as possibilidades dos jogos, através dosgmento combinatério, e
consequentemente as probabilidades de se ganhar.

Os autores propdem onze exercicios para salaguetd exercicios para casa
nos quais além de utilizarem o raciocinio combinat@ os diferentes registros de
representacdo para o calculo probabilistico tamb#éimam atividades investigativas

para estimular a criatividade dos alunos comogqadi 16.
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13. Vou jogar dois dados honestos, multiplicar os a) Copie a darvore de possibilidades em sex
pontos sorteados e verificar se 0 resultado & caderno e complete-a.
e e 5 casos possiveis. Em quantos de
Para saber os resultados possiveis, Diogo come- b) Ha quatro ) p . q
cou a eshocar a drvore de possibilidades: les o produto é par?

¢) Qual éa chance de se obter produto par? E:

dado branco | dadoverde | produto ‘ de se obter produto impar?
z PAR — PAR PAR | ‘
MPAR R d) Invente e responda mais uma pergunta ba-

' seando-se nos dados deste problema.

Em cada
langamen-
to, a
chance &

\

Figura 16: Extraida de Imenes e Lellis (2007) —evigitica Para Todos’ 8no, p.96.

Neste exercicio o aluno € conduzido a utilizan@@ das possibilidades como
forma de encontrar as possibilidades, além de lealas probabilidades propostas. Na
letra (d) o aluno é desafiado a criar e respondea guestdo relacionada com o
problema.

Outros trés exercicios exploram a relacéo existemtiee a analise combinatoria,
os diferentes registros de representacdo e a plidade. Destes exercicios dois
trabalham com a formacdo de numeros nos quais gasisahos ndo precisam ser
distintos e o outro exercicio explora o lancameatgoquatro moedas e apresenta uma
tabela para se calcular as 16 possibilidades exeste

Na colecdo “Matemética Fazendo a diferenca” osrastfazem uma abordagem
histérica da probabilidade relacionando-a aos jafgoazar antes de apresentarem o seu
calculo através da divisdo entre as possibilidéalesraveis e o total de possibilidades.

Os autores além de apresentarem a formula utilizésnexemplos resolvidos
para introduzir o contetdo sendo que um deles epi@sima arvore das possibilidades
para se calcular as possibilidades no lancamertessivo de duas moedas. Entre os
exercicios propostos para casa podemos encontrasainco que trabalham, antes do
calculo da probabilidade, o raciocinio combinatégoos diferentes registros de
representacdo como o uso de uma tabela em um @medei lancamento de dados, a
linguagem simbolico-numérica em exercicios de fgdoa de numeros e de
possibilidades para os trés primeiros colocadoseancorrida.

A colecdo “Novo Praticando Matematica” dedica gmginas, entre teoria e
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exemplos, do livro do 9° ano para a introducdo @lweito de probabilidade antes de
propor os primeiros exercicios. Os autores ao eptaseem a formula de probabilidade,
exemplificam o uso de alguns registros de repragsént como alternativa para se
calcular as possibilidades. Por exemplo, no langtonale quatro moedas, as
possibilidades séo apresentadas através da arasrepabsibilidades e através da
multiplicagéo das possibilidades.

Além dos muitos exemplos resolvidos, o livro prop$é exercicios entre
atividades para sala e para casa, nos quais ddsraegistros de representacéo
constantemente sao sugeridos como alternativaspatalcular possibilidades. O uso da
tabela é um do mais explorados para calcular asilplidades de langamento de dois

dados, para calcular a soma de dois nimeros sostead uma roleta, entre outros.

4.6 Sintese das analises

Diante da andlise das quatro cole¢es percebengogegalmente o pensamento
combinatério é abordado no ensino fundamental a&ssma@ outros conteudos. Seja
como idéia de multiplicacdo ou como instrumentahmacalculo das possibilidades em
probabilidade o seu desenvolvimento acontece denafomtuitiva priorizando a
linguagem natural e o principio multiplicativo.

Todas as quatro cole¢Bes analisadas abordam onpem®acombinatério no
livro correspondente ao 6° ano do ensino fundarhéatdiga 5% serie). Das quatro
colecbes, trés apresentam o conteudo como umaa“idéi multiplicacdo”. Na 42
colecdo, “Matematica para todos”, o contetudo ésgmtado em um capitulo intitulado
“Panorama da matemética”, quando o pensamento pabdbio € utilizado, entre outros
conteudos, para que o professor possa avaliar leecomento prévio dos alunos, suas
iniciativas e suas atitudes em relacdo a matematica

Podemos notar que as diferentes formas de repagdenndo sdo muito
exploradas nos livros referentes ao 6° ano sendagwalunos sdo induzidos a usar o
principio multiplicativo pela relacdo com a mulijgicdo de nimeros naturais.

Nos livros referentes ao 7° ano somente a colebfaematica para todos”
explora, através de exemplos e exercicios propostgsensamento combinatorio e

alguns tipos de representacdo como arvore de [laksiles e linguagem simbdlico-
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numérica. Os livros do 8° ano, das quatro colec@és, abordam o pensamento
combinatério que volta ser explorado nos livros@oano nos quais o contetdo é
apresentado como ferramenta para o calculo probtdml.

Um aspecto importante nos livros do 9° ano, datrqealecdes, € a valorizacao
das diferentes formas de representacéo das id®@salise combinatéria como a arvore
de possibilidades, diagrama, tabela, escrita dafesp representacdo simbdlico-
numerica e outras. Tanto em exercicios resolvidmsocem exercicios propostos o0s
diferentes registros de representacdo sao aprdesné@ravés de ilustracdes ou como
sugestdo para facilitar os célculos. Apesar dazat#io de diferentes registros
verificamos que a conversao dos registros é poxglomda, talvez pelo foco intuitivo,
sem remeter a estudos mais aprofundados sobresarpento combinatorio.

Dentre os exercicios resolvidos e propostos, poengsivem a idéia de arranjo
e permutacdo simples, sendo resolvidos sem aagfiiz de férmulas, através da
multiplicacdo de possibilidades. Apenas uma dascdels explorou, informalmente e
em um unico exercicio, a diferenca entre a imporédau ndo da ordem dos elementos
ao se montarem o0s agrupamentos, destacando asopeas;0es distintas de fazer
arranjo e combinagao.

Constatamos que as cole¢des apresentam no live8 doo, apos a exploracéo
do pensamento combinatorio, 0 contetdo de prodalé. Seja através de um texto
explicativo ou através de exercicios resolvidostabducédo da probabilidade é feita de
tal forma a valorizar a importancia do pensamerdmhinatério e dos diferentes
registros de representacdo no calculo das possildds de um evento ocorrer,
necessarias para se calcular a probabilidade.

Ao apresentarem 0 conteudo de probabilidade, tadasolecfes, trazem um
namero consideravel de exercicios sendo, por exempe a colecdo “Novo Praticando
Matematica” propde 44 exercicios de fixacdo dossgumaitos trabalham o pensamento
combinatério. N&o identificamos exercicios, mesmuoe gsimples, envolvendo
probabilidade de unido de dois eventos, probaliédda interseccédo de dois eventos,
probabilidade condicional e outros tipos comunsralbalho com probabilidade.

A andlise feita permitiu destacar algumas carastteas destas colecdes a serem
consideradas para a montagem do modulo de ensinotrdeucdo ao pensamento
combinatorio: a necessidade de utilizacdo dosatites registros de representacéo; a
falta das transformacfes destes registros em e$peconversédo; a falta de exercicios

que explorem a diferenca entre arranjo simplesnebatacao simples; a possibilidade
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de se estudar a probabilidade interligada ao pesrsamcombinatério e a falta de
exercicios que explorem diversos tipos de proludiik.



74

5 UM MODULO DE ENSINO PARA INTRODUCAO AO PENSAMENTO
COMBINATORIO

O mddulo de ensino aqui apresentado foi elaboraéfetigando uma introducao
ao pensamento combinatério e testado junto a alwwsY ano, do Ensino
Fundamental.

A proposta é fundamentada em alguns principiosadagdbs por Raymond
Duval (2003, 2009), ao sistematizar a Teoria dagsR®s de Representacdo Semiotica,
como: a importancia dos diferentes registros deesgmtacao para o trabalho com os
objetos matematicos e a necessidade, da transf@om@e um registro em outro a
medida que um se torna mais vantajoso que o outro.

As atividades sdo propostas como atividades destigagdo (Ponte, 2003;
Ernest 1996; Polya, 1995), de forma a favorecempreralizado dos principios de
contagem, dos conceitos de permutacéo, arranjdyioagéo e sua utilizacdo no céalculo
de possibilidades de ocorréncia de um evento.

O moddulo de ensino compreende quatro sequénciatividades, cada uma
delas com um foco principal. Cada sequéncia é cetapte duas fichas de atividades
gue sao resolvidas uma em sala e outra em caseha\de atividades para sala de aula
€ resolvida em duplas e depois discutida por tamo®lunos em um momento de
socializagdo dos resultados encontrados. Apdsetmpa 0s alunos recebem a ficha de
atividades para casa, sendo desenvolvida indivitierste e entregue ao professor.

Os objetivos gerais do modulo séo:

* Explorar a capacidade dos alunos de enumerar, iaegaanalisar, testar entre
outras que sao inerentes ao pensamento combinatoério

* Explorar os diferentes registros de representagdela, diagramas, linguagem
algébrica, linguagem natural, arvore das possdiis,...) e as transformacdes
destes registros como meio para aprimorar 0 pro@ssino-aprendizagem.

* Desenvolver o principio multiplicativo como um inghento na resolucao de
exercicios de contagem, evitando o uso de formulas.

« Utilizar atividades investigativas para romper cansimples reproducdo de

procedimentos, proporcionando ao aluno a partiéipata construgdo do seu
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bY

conhecimento a medida que situagbes desafiado@maduzem na busca de

estratégias para resolvé-las.

* Incentivar a socializacdo das idéias de forma guiealanos desenvolvam a
capacidade de se comunicar matematicamente a neuakdsdo questionados e
levados a refletirem sobre o seu trabalho.

Ao final do médulo foi prevista a conducao de daiddades sendo uma prova,
feita individualmente, e um questionario respondatobém individualmente em que os
alunos avaliam o tipo de trabalho desenvolvidodsea identificagcdo das respostas
opcional.

Sequéncia de Atividades 1- A introducdo do principio multiplicativo e a

exploracdo de diferentes representacdes para o cdlle de possibilidades

O principio multiplicativo é apresentado nos liviidaticos com o objetivo de
introduzir o conteudo de probabilidade, para o qualontagem de possibilidades é
fundamental. De modo geral os livros didaticos sgméam o conteudo na forma de
exemplos resolvidos.

O bloco de atividades proposto consiste em uma sérisituacdes problema, a
serem resolvidas pelos alunos, que védo aos pouttantear formas e estratégias
diferenciadas de resolucéo, construindo algumaasdi&sicas da analise combinatoria.

A proposta é fundamentada no principio que:

A resolucdo de problemas e as investigacbes comodo® de ensino
requerem que se considere o contexto social daat@rsuas relagbes de
poder. A resolugdo de problemas permite ao alunbcaapa sua

aprendizagem criativamente, numa nova situa¢db (ERNEST, 1996,

p.31).

Como afirma Ernest (1996) a valorizacdo da bagagegnitiva do aluno é
importante dentro do processo ensino aprendizaga® gue o conteldo em questao
ndo parega desvinculado dos contetdos anteriorrastudados.

Nesse momento o aluno resolve exercicios relacamadom situacdes
cotidianas e que admitem varias estratégias dea&mlgue empregam varias formas de

representacdo das idéias. O trabalho é feito prameinte em duplas e posteriormente
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as situacOes problema e as solucdes propostas gefdas sdo exploradas com
participacéo de toda a turma.

O papel do professor (neste caso o pesquisad@)eg&tcema importancia como
afirma Ernest (1996, p.31) “[...] o professor aimdantém muito de seu controle sobre o
conteldo e o0 modo de ensinar.” Este controle acent& forma de elaboragdo da
sequéncia de atividades e na maneira como ela duzioila. O foco das atividades
propostas no bloco é favorecer a utilizacdo dasrefites formas de representacao
matematica em situacées que envolvem o principidtiphicativo e o célculo de
possibilidades; o professor leva os alunos, atrdeéguestionamentos, a exporem suas
respostas e refletirem sobre elas.

Ao final do trabalho feito em duplas acontece aadiaacdo. Os alunos expdem
para a turma suas idéias, argumentando sobre akisdes e observacdes. Uma ficha
de atividades para casa € proposta com o objeéiiixdr os conceitos desenvolvidos,
sendo também um espaco para a introducdo de gsiesiias que compreenderdo as

atividades seguintes.

Sequéncia de Atividades 2 A exploragdo de exercicios em que a ordem dos termo

nao faz diferenca (Combinacéo)

Esse bloco de atividades é orientado pelo métodd®dscoberta Guiada”, um
dos métodos de inquiricdo apresentados por Erfi€86); o professor formula o
problema ou escolhe a situagdo, com um objetivanemte e conduz o aluno para que
possa alcancar esse objetivo.

O aluno é motivado a comparar 0s exercicios e sdieébalhadas no primeiro
bloco, de tal forma a desenvolver a percepcao smbetacdo entre a importancia, ou
ndo da ordem dos termos, para a contagem de pisgibs a ser feita. Situacoes
problema propostas exploram sem formulas as iééiaslvendo permutacédo, arranjo e
combinag&o simples. Mais uma vez o incentivo afesetites registros de representacao
€ uma importante ferramenta.

Os exercicios conduzem os alunos a perceberemngsgeacdes problema nas
quais a ordem de disposicdo dos elementos néo tapmigumas possibilidades séo

repetidas e por isso existe um excesso de podsitds. Constatada esta repeticao
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espera-se (através dos exercicios) que os alurrosbaen a idéia da divisdo como
forma de se retirar este excesso de possibilidades.

Um dos objetivos do bloco de atividades € abordadés de combinacéo
simples, ja no Ensino Fundamental, sem o uso daeulés, facilitando o seu estudo
posterior, formalizado no Ensino Médio. Quando eiodms desta natureza sao
apresentados nos livros didaticos, aparecem muéass de forma isolada, sem um
destaque para esse tipo de agrupamento e sem hoic@w@o combinacdo. A proposta
apresenta aqui a primeira sistematizacao de idéigsial sdo discutidos os conceitos de
arranjo e combinacéo. Esta sistematizacdo tem Ipjetivo proporcionar ao aluno a
capacidade de analisar o exercicio em relacdo ariémnzia, ou ndo da ordem dos

termos e classifica-lo como arranjo ou combinacéo.

Sequéncia de Atividades 3 A introdugéo da probabilidade através da resolucéae

situacOes problema

Esse bloco de atividades se justifica pela ligagddnseca existente entre
combinatoria e probabilidade.

Como a proposta € viabilizar uma abordagem intitigto raciocinio
combinatério € natural também que seja feita umaodncdo ao pensamento
probabilistico.

As atividades propostas além de buscarem desemvalvepensamento
probabilistico tém como objetivo a introducdo dderdntes formas de se representar
uma probabilidade (fracionéaria, decimal ou percalifitexplorando alguns conceitos
probabilisticos desenvolvidos, geralmente, apenas emsino médio, como a

probabilidade condicional, a probabilidade da um&oprobabilidade da intersecc¢ao.

Sequéncia de Atividades 4 Sistematizagdo de conceitos da analise combinatéria

simples

Neste bloco os alunos sao incentivados a estdretelacdes, sistematizando
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idéias de tal forma que a introducdo do fatoridas férmulas de permutacao, arranjo e
combinacdo decorra naturalmente através da conddeaatividades de descoberta
guiada.
A proposta € de conducdo de um trabalho de conerfie o conhecimento
prévio dos alunos e 0 novo conhecimento adquigdngo
[...] fundamental ndo subestimar o potencial matemados alunos,
reconhecendo que resolvem problemas, mesmo queavemente

complexos, ao lancar mao de seus conhecimentos sobssunto e buscar
estabelecer relacdes entre o j4 conhecido e o (BRASIL,1998, p. 37).

Nesta fase o0s calculos utilizados anteriormentendjmio fundamental da
contagem, permutacdo, arranjo, combinacdo e pratmde) sdo retomados de tal
forma que os alunos comparando as atividades daelsetas possam estabelecer

conexdes entre os varios resultados, identificasdgimilaridades e diferencas.

5.1 Descrigéo das Atividades

Apresentamos a seguir os blocos de atividades wbjetivos detalhados e
procedemos a analises prévias, apontando algurpastativas de solu¢des que podem
ser apresentadas pelos alunos.

Depois de separadas as duplas os alunos recebietraadé atividade para ser
feita em sala, sendo orientados a resolvé-las sgreogupacédo com questdes de “certo
e errado”. Sao destacados que o0s aspectos maigtamges no trabalho sdo a
participacdo e o empenho em resolver os exercidetss fase os alunos tém duas aulas
para resolver os exercicios propostos e entregargoprofessor.

Apéds as duas aulas de resolugcdo uma terceira aldatidada para socializacédo
das idéias e debate, momento em que os alunos papmsentar suas resolucdes,
davidas e questionamentos.

Terminada a socializacdo os alunos recebem a diehatividades para casa que

deve ser resolvida individualmente e entregue afepsor na semana seguinte.
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Sequéncia de Atividades 1

1% Ficha de Atividades — para sala

1) Marcos estava fazendo compras em um shoppirega@veu parar para fazer um

lanche. A lanchonete oferecia dois tipos de salgadoés tipos de suco.

SALGADOS sSuco
Pastel R$1,00 Laranja R$1,00
Kibe  R$1,00 Goiaba R$1,00

XXX Uva R$1,00

Com os dois reais que tinha no bolso, Marcos resobomer um salgado e tomar um
suco. Responda:

a) Quantas eram as possibilidades de Marcos, sesellwesse comer um pastel?

b) Quantas eram as possibilidades de Marcos, seestdvesse beber um suco |de
goiaba?

c) Quantas eram as possibilidades de Marcos ni@ Qtzais eram essas possibilidagdes

(escreva as opcoes)?

2) Um grupo de amigos resolveu montar um time debfil. Na escolha do uniforme
do time foram apresentadas algumas opcdes de carsbart. A camisa pode ser

Branca, Cinza ou Amarela e o short pode ser Pieial,ou verde.

a) Complete a tabela abaixo.

Camisa Branca
Short Azul

P &
L
o
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1° Ficha de Atividades — para sala — continuacdo

b) Quantas séo as possibilidades de escolher Uormei para o time?

c) O exercicio pode ser resolvido sem a utilizagaotabela? Em caso afirmativo

apresente outra maneira para resolvé-lo.

d) Se houvesse seis cores de camisa e cinco cergsod, quantas possibilidades

uniformes haveria? Expligue como encontrou a ré¢apos

3) Um anagrama € um codigo formado com todas s lde uma palavra, podendo
nao ter significado na lingua portuguesa. Por exaniyA\U e ALU sdo anagramas (

palavra LUA.

a) Quais sédo os anagramas que podem ser formachosscetras da palavra LUA?

b) Escolha uma palavra com quatro letras distiatdstermine quais sdo os anagrat

gue podem ser formados com as letras desta palavra.

c) E possivel calcular a quantidade de anagransas)edrasa e b, sem escrever §

possibilidades? Se possivel calcule.

4) Ao abrir uma conta em um banco, Bianca teveeggelher uma senha formada |
trés algarismos distintos . Sabendo-se que pardama senha ela pode escolher

dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5. Determine:

a) Como o seu aniversario é dia 13 de marco, st@veu comecar sua senha com

algarismos 1 e 3(_ 13 _ ). Quantas opc¢des ela tem para o ultimo algarismo?

b)Quantas senhas Bianca pode formar sabendo quene@inp algarismo escolhido f¢

ocinco(5_ _ )?

¢) Quantas senhas podem ser formadas nototal? ()

d) Suponhamos que a senha formada por Bianca mudesser numeros repetidg
Quantas senhas podem ser formadas no total? (_ )

5) Uma corrida é disputada por seis carros: A, BDCE e F, tendo todos a mesi
chance de ganhar. Sendo assim, determine:

a) Quantas séo as possibilidades de chegada paés @simeiros lugares?

de

ou

la

mas

1S

DOr

Irés

(0N

)]

S.

ma

b) Se fossem 10 carros disputando a corrida, gsi@etaam as possibilidades para

trés primeiros lugares?

0s

c) Entre todos os possiveis resultados para esta@a@ual a chance de que entre

carros (A, B, C, D, E e F), o carfochegue entre os trés primeiros lugares

(0N
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O primeiro exercicio tem por objetivo desenvolverdiculo de possibilidades por
meio da escrita das opg¢Oes. Ao se deparar com @e®@speramos que os alunos
registrem as alternativas para a ledrapor exemplo, escrevendo as opcdes Pastel-
Laranja, Pastel-Goiaba e Pastel-Uva. O aluno tampede utilizar outros tipos de

registro de representacdo como diagrama ou muhgd#io das possibilidades.

Diagrama:

péssibilidades

Multiplicag&o das possibilidades:

2(tipos de salgado) x 3(tipos de suco) = 6 posddiles.

O segundo exercicio trabalha a mesma idéia do iexem@nterior, porém explora
outros aspectos. Primeiro que o fato de apresembar tabela incentiva os alunos a
utilizarem outra forma de representacdo. Na letrdeste exercicio os alunos sdo
incentivados a pensar em outra forma de resolucédoaser pelo uso da tabela.
Esperamos que eles trabalhem com o principio nhinkip/o, observando que as trés
opcOes de cada item podem ser multiplicadas e dbte® assim a resposta:

3 shorts x 3 camisas = 9 possibilidades.

Para fixar o principio multiplicativo o exercicia@ora o aumento das opg¢des, na
letra d, alterando assim os nameros a serem multiplicaOesdiferentes registros de
representacao e o incentivo a realizacdo das dmale transformacao de registros sao
importantes para que o aluno perceba as diferemhegiras de resolver os exercicios e
representar as idéias matematicas.

O exercicio trés tem por objetivo associar o ppiacimultiplicativo ao célculo de
permutacdes. Exercicios que exploram a formacdandgramas sédo importantes para
que o aluno esteja atento a importancia da ordesrtetmmos ao fazer um grupamento.
Neste exercicio esperamos que 0s alunos, nas keteals, trabalhem explorando a
escrita das opgbes como LUA, LAU, ALU. Na letracom o intuito de provocar o
aluno, € proposto o trabalho com a conversao dstreg de representacéo deixando de
lado a escrita das opcbes, para utilizar o priocipultiplicativo o que facilita os

calculos.
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7

O exercicio quatro € comum no conteddo de analsebimatoria, e aborda o
arranjo. O objetivo deste exercicio € proporciamaluno a resolugdo de exercicios de
arranjo por meio do principio multiplicativo. Pas#o, o exercicio explora nas letiag
b a formacdo de numeros mediante a fixacdo de alglgasismos, o que facilita a
analise das possibilidades para cada um dos algaisestantes. Ao resolver este
exercicio, alguns alunos podem se confundir na hieradiferenciar o numero de
algarismos utilizados e o numero de possibilidattesada algarismo (algarismo cinco
é diferente de cinco opc¢des). Nas letrasb a idéia € possibilitar a escrita das opc¢des,
132, 134 e 135, mas nas let@® d, pela quantidade de opcdes, os alunos devem
trabalhar a conversdo de registros deixando ata&sdas op¢des em funcdo da
linguagem simbolico-numérica atraveés da multipimadas opcoes.

O exercicio cinco trabalha o principio multiplieatiaplicado a exercicios de
arranjo, mas o seu objetivo é proporcionar um grioneontato com a importante

relacdo entre a contagem de possibilidades e oloae probabilidade.
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1% Ficha de Atividades - para casa

1) Observe ailustracdo abaixo:

Manha
*

Carro ‘—////‘ Tarde
.
\ Noite

*

Pessoa

.
Manhi
.

Onibus K Tarde

*
Noite

a) Sabendo-se que esta é a resposta de um exeasicreva um possivel enunciz

para ele.

ndo

b) Explorando sua criatividade, elabore outro eixere utilize o mesmo tipo de

representacdo (arvore das possibilidades) aprelsengaletra para resolvé-lo.

2) Luciana foi ao shopping fazer compras e decotimprar um livio e um Cd ¢
presente para o seu pai. Ela sabe que seu paidgstavir Samba, MPB, e Rock e ¢
gosta de ler romance e suspense. Se Luciana estiddea levar um Cd e um liv

determine.

le
jue

[O

a)Quantas e quais seriam as op¢des de Luciana?

b) A representacéo utilizada no exercicio ant€forore das possibilidades) pode se
utilizada neste exercicio? Caso afirmativo mordevare das possibilidades para est

exercicio.

-

1)
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1% Ficha de Atividades - para casa - continuaggo

3) Em uma prova sobre trigonometria no triangut@rrgulo foi apresentada a figura

abaixo. A

C 3 B

Nesta questdo pedia-se o valorsiB{A). Sabendo-se que um aluno nao se lembrou da

féormula e resolveu arriscar a sorte. Determine:

a) Quantas opcOes de escolha este aluno teria paiarésposta sabendo-se que o

valor d%er{,&) € a divisao do valor da medida de dois dos ladds@hgulo?

b) Sabendo que o aluno ndo se lembrava da férmulerndiee a chance, em

porcentagem, que ele tem de acertar a resposta.

4) Bruno vai sair de casa para jogar uma partidudol com os amigos. Antes [de
chegar ao campo ele tem que passar no supermeyaelcomprar uma bola. Da sua
casa até o supermercado ele tem quatro caminhosepgrmercado até o campo |ele
tem trés caminhos, determine quantos séo os passaminhos que ele pode escolher

de casa até o campo de futebol.

5) Em uma rua foram construidas trés casas, uma apoga Dispondo-se de trés
cores diferentes (Azul, Branca e Amarela) e sabepdocada casa sO pode |ser

pintada de uma cor, determine:

A8 DDA B BT B IO,

—_— _‘_),—-———:_p = == N

a) De quantas maneiras podem ser pintadas essas dmsnodo que todas as casas

tenham cores diferentes?

b) De quantas maneiras podem ser pintadas essas d@asnodo que a primeira casa

esteja pintada de azul?

c) Dispondo-se de seis cores diferentes para pagarés casas, quantas seriam
possibilidades que nesta rua as casas tenhamdifaentes?

as
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Os exercicios para casa foram montados e aplicgms reforcar,
individualmente, as idéias trabalhadas e exploradasatividades desenvolvidas em
sala de aula. O primeiro exercicio para casa ami@sena representacao figural muito
comum no tratamento de questbes envolvendo o pemsamombinatorio. A arvore
das possibilidades (como é conhecida esta repessent € utilizada para resolver
exercicios, como forma de visualizar mais facilreeas possibilidades. Neste exercicio
o aluno € instigado a criar um exercicio, em guesalucdo possa ser obtida através da
arvore das possibilidades.

O segundo exercicio trabalha uma combinacéo estopgdbes de CDs e Livros
podendo ser resolvido pela multiplicacéao das poskdes.

3 2
X
OpcdesleCDs  OpcoeslelLivros

=6 possibilicades . Na letrac espera-se que 0s

alunos néao tenham dificuldades em utilizar a ardax® possibilidades para a resolucéo
L. Samba
deste exercicio: /
Romance: Rock

MPB
Luciana

Samba

-SuspenseYRock

MPB

O terceiro exercicio faz uma relacdo entre um dogedidos estudados pela
turma anteriormente, trigonometria no triangulo amgulo, e o0 pensamento
combinatdrio. Neste exercicio esperamos que o®sltrabalhem a idéia do arranjo de
trés elementos dois a dois, mas sem utilizar audtamAcreditamos que a escrita das
opcOes serd o caminho mais explorado pelos alusmbtdndo assim o calculo da
porcentagem na letia

No exercicio quatro esperamos que os alunos utilizdinguagem simbalico-
numeérica através da multiplicacéo das opcdes pa@né&ar as possibilidades totais.

4 3
X
Casa- supermerado  Supermerado — futebol

=12 possibilicades

No exercicio cinco esperamos que 0s alunos priorizidis registros de
representacdo sendo a linguagem simbolico-numératiavés do principio
multiplicativo, e a escrita das op¢des para reslalv8la letraa sdo utilizadas trés cores
para se pintar as trés casas o que envolve adégeermutacdo simples, pois as cores

nao podem ser repetidas. Assim, esperamos quemssahdo tenham dificuldades para
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resolvé-la, o que pode acontecer apresentandoescrda das opg¢des azul-branco-
amarelo, amarelo-branco-azul,... ou pela multighta das op¢cdes3x2x1=6
possibilidades. Ja na letbaacredita-se que alguns alunos possam ter madisildifides,
pois além de fixar a cor da primeira casa o exeraiéo falou de casas com cores
distintas. O exercicio pode ser resolvido de mansimples como na letra, mas
alguns alunos talvez continuem trabalhando congia ide cores distintas. Na letras
alunos se deparam com um exercicio de arranjo alteos seis cores para trés casas.
Nesta letra, com o aumento do niumero das corefato ale ndo termos quais sdo as
cores, esperamos que o0s alunos se utilizem da phedgdo das possibilidades
6x5x4=120.

Recolhidas as atividades para casa, os alunosisem em dupla novamente
(mesma dupla) com o intuito de fazer a segundae pat atividade. Como visto na
descricdo das etapas, esta segunda parte tem mhive@lproporcionar ao aluno o
contato com exercicios que exploram a ordem domotere assim desenvolver um

entendimento sobre a diferenca existente entreiexas de arranjo e combinacéao.
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Sequéncia de Atividades 2

2% Ficha de Atividades — para sala

1) Patricia resolveu tomar um sorvete. As opc@esathor oferecidas sdo: coco, lim

baunilha, chocolate e morango. Determine:

Ao,

a) Quais sdo as opcoes de Patricia para escolhebdlzssde sabores diferentes.

b) Quais sdo as opc¢des de Patricia para escolhdrigsde sabores diferentes.

c) E possivel calcular a quantidade de opcbes quéciatem, nas letraa e b,

sem escrever quais sejam as op¢des? Explique caoeder.

2) Na aula de geometria foi proposto o seguinsafi@ para os alunos:
Determine quantas cordas podem ser formadas copor®s da circunferénc

abaixo. Resolva sem desenhar as possibilidades
B
C

E

a

3) Considere os seguintes problemas:

a) Determinar o niamero possivel de senhas de @gslitjstintos, que podem ser
formadas usando-se os algarismos 1, 2, 3 e 4.

b) Determinar quantas e quais sdo as op¢des damontprato escolhendo 03 itens
como acompanhamento para a carne, em um restagrantderece como opgoes de

acompanhamento fritas, arroz, feijao e legumes.

c) No problema a) temos quatro nimeros e devenumhes trés para formar a sent
no problema b) temos quatro acompanhamentos penthes trés. Responda: Apes
de envolverem a mesma quantidade de elementosutados dos dois problemas g

iguais? Justifique sua resposta.

na,
ar

ao




88

Z Ficha de Atividades — para sala — continuacl

O

4) Quando resolvemos um exercicio de anagramas) éoi feito na Atividade 1 em
sala, percebemos que ao trocarmos a ordem dos retesmeemos um resultado

diferente. Exercicios que envolvem este racioc$dio conhecidos como exercicios
ARRANJO SIMPLES. Os anagramas LUA e LAU sao diferentes, pois traaa
ordem das letras A e U.

Por outro lado existem exercicios, conhecidoesmo exercicios d
COMBINACAO SIMPLES , em que a ordem dos termos ndo é importante.

exemplo, se desejamos formar duplas de alunospla Redro e Marcos é a mes

dupla que Marcos e Pedro.

Classifique cada exercicio da 22 Ficha de Atividademo exercicio de Arranjo ou

Combinacao e justifique:

Exercicio 1
() Arranjo ( ) Combinacgao

Justificativa:

Exercicio 2
( ) Arranjo ( ) Combinacgao
Justificativa:

Exercicio 3 (letra)
( ) Arranjo ( ) Combinacéo

Justificativa:

Exercicio 3 (letrd)
( ) Arranjo ( ) Combinacéo

Justificativa:

O exercicio um tem por objetivo proporcionar aocnalw primeiro contato com

de

Por

na

a

idéia de combinacdo. Neste exercicio, nas laerasb, o aluno € questionado sobre

“quais sdo as opcdes?” e ndo “quantas sao as Gppodesquando o aluno escreve as

opcOes ele ndo vai repetir a opgcao coco-liméo adiwsoco. Uma vez feita a escolha

pela escrita das op¢des, esperamos que o0s aluloosagicamente facam a excluséo

das
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alternativas repetidas o que geralmente ndo ammeando se calculam as opcdes
através da multiplicagdo das possibilidades. Na teesperamos que o aluno utilize a
multiplicacdo das possibilidades para calcular pgdes das letrag e b e assim se
depare com resultados diferentes em relacdo agegggitontradas nas letras anteriores
0 que deve motiva-lo a perceber a real difereng® anranjo e combinacéo.

O exercicio dois trabalha com cinco pontos comhisatbis a dois desenvolvendo a
idéia de corda, associando contetudos da andlisbicataria e da geometria. Neste
exercicio, mais uma vez, espera-se que os alumoslizan que AB e BA representam a
mesma corda o que diferencia a conta a ser fegacdatas feitas na 12 ficha de
atividades. Assim os alunos podem utilizar a esclits opgdes (AB, AC, AD, AE, BC,
BD, BE, CD, CD e DE), como forma de calcular asdgs; Alguns alunos podem
também utilizar a multiplicacdo das possibilidadés4=20, percebendo a
necessidade de dividir por dois, pois cada opg@petida duas vezes (AB e BA).

O exercicio trés explora a diferenca entre arreangmmbinacdo. Neste exercicio o
aluno deverd resolver na letaae b uma situacdo envolvendo o mesmo numero de
termos, porém cada uma envolvendo um tipo difereeteaciocinio. Na letra os
alunos devem resolver um exercicio de arranjo @rguermos tomados trés a trés no
qual esperamos que a multiplicagdo das opcbes aejmaneira mais utilizada
4x3x2=24. Ja na letrab, na qual se trabalha a combinacdo de quatro termos
tomados trés a trés, esperamo que a escrita dé&pgeja mais utilizada do que a
multiplicagcdo das possibilidades (Fritas-Arroz-&ejj Fritas-Legumes-Feijao, Fritas-
Legumes-Arroz e Legumes-Arroz-Feijao).

Assim como no exercicio trés o exercicio quatrobim explora a diferenca entre
arranjo e combinacdo. Neste exercicio sdo definatoanjo simples e combinacéo
simples e diferenciados pela importancia, ou nadorm@m dos termos para que 0s
alunos possam identificar e classificar o raciacumilizado nos exercicios anteriores.
Esperamos que os alunos ndo tenham dificuldades ¢oBarenciar os exercicios de
arranjo e de combinacado e que utilizem exemploa petificar suas respostas (coco-
limdo = liméo-coco e 123132).

Apés a resolucdo e exploracdo destes exerciciogprmposto que os alunos
levassem para casa uma ficha de atividades conosowmmatro exercicios e que
resolvessem, individualmente, para entregar umasardepois (na proxima aula). Os
exercicios propostos para casa trabalham a idémominacdo e tém como objetivo

avaliar a compreensao dos estudantes sobre o donteu



90

2% Ficha de Atividades — para casa

7

1) Marta resolveu fazer uma torta doce. O rechestadtorta € composto sabotes

diferentes que devem ser escolhidos entre abdoa&ip, maca, chocolate, morango e

maracuja. Sendo assim determine:

a) Quais as opcdes de Marta para fazer o boloheswbd dois sabores?

b) Quais as opcdes de Marta para fazer o bololestdb trés sabores?

c) E possivel calcular a quantidade de opcdes qataMem, nas letras e b, sem
escrever quais sejam as opgdes? Explique comodmoce

2) Resolva os problemas seguintes e depois classibs, justificando, com

exercicios de Arranjo ou Combinacéo:

a) Ao comprar um carro sdo oferecidos 5 itens ad#&s: ar condicionado, direcd

hidraulica, trava elétrica, vidro elétrico e sone Blarcos vai escolher dois ite

guantas e quais séo suas opg¢des?

b) Pedro, Paula, Marcelo e Bruna sédo da comissdordetura e precisam escolh
entre eles dois para serem o presidente e vicedprgs desta comissao. Quantal

quais opgoes eles tém?

3) Em uma aula de geometria o professor explicdifesenca existente entre figur

congruentes e figuras semelhantes. Uma folha coatalgumas figuras foi entregt

[ '3 8
aos alunos. V s
8 5 5
C 4
5 5
. B
5 4
6

Esta folha continha as seguintes perguntas:
a) Qual a diferenca entre figuras semelhantesueaisggcongruentes?

b) Quantas duplas de figuras semelhantes podeforseadas?

c) Quantas duplas de figuras congruentes podeforseadas?

d) Quantas duplas de figuras podem ser formadas?

e) Qual a chance de sortear duas figuras congsnte

f) Qual a chance de sortear duas figuras semebfante
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O exercicio nimero um trabalha com a combinac¢&eeelementos tomados dois
a dois e trés a trés. Depois de desenvolvidos mxjns alguns exercicios em sala
esperamos que os alunos utilizem a multiplicac&gpdasibilidades seguido da divisdo
para se retirar o excesso. Na letreomo séo escolhidos dois sabores temos as opc¢des 6
x 5 = 30, sendo que cada opcédo é repetida duas ydzrdo-maca = maca-limao) e
assim 30 / 2 = 15 possibilidades. Na ldiras alunos devem escolher trés sabores por
isso 6 x5 x4 =120 e como cada opcéao é repstidavezes (Abacaxi-Limdo-Maca, A-
M-L, L-A-M, L-M-A, M-A-L e M-L-A) temos 120/ 6 = D opcoes.

O exercicio dois é semelhante ao exercicio trésama em sala de aula com o
intuito de verificar o aprendizado do aluno emg@&taa diferenca arranjo e combinacao.
Esperamos que os alunos utilizem ndo s6 a muligdic das possibilidades mas
também a escrita das op¢cbes como na bketra qual temos quatro pessoas para o cargo
de presidente e vice-presidente: Paula-Pedro, Réareelo, Paula-Bruna mais trés
opcOes tendo Pedro presidente, mais trés tendoeMapcesidente e trés tendo Bruna
presidente num total de 12 op¢des que também pedesncontradas, mais facilmente,
pela multiplicacdo das opcdes ( 4 pessoas paradents e trés pessoas para vice-
presidente) 4 x 3 = 12.

J& o exercicio trés envolve a idéia de figuras Bemees e figuras congruentes.
Estes conceitos foram estudados anteriormente @rdeer recordados para o céalculo
das opcdes. O exercicio também explora a idéiara@apilidade ao calcular a chance
de se retirar uma figura congruente ou retirar tignaa semelhante.

Na semana seguinte apos recolhidas a ficha delaties para casa foi proposta a
terceira parte da atividade que trabalha a intrédwip calculo da probabilidade. Esta
parte € de extrema importancia pela relevanciaoqueciocinio combinatorio tem no
estudo das probabilidades. Nesta parte 0os exesdi&in por objetivo proporcionar ao
aluno a associacéo dos conteudos anteriormentalliealns nas atividades aplicadas
com seu conhecimento prévio de probabilidade dedédo no dia a dia.
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Sequéncia de Atividades 3

3% Ficha de Atividades — para sala

1) No jogo de roleta em uma das barraquinhas d@a fesina as regras sao

seguintes: l

Numeros 1, 3 e 5 — Vocé perde.

Numero 2 — Vocé ganha uma bola.
Numero 4 — Vocé ganha um pacote com balas e doces.
NuUumero 6 - Vocé ganha um bicho de pellcia.

Determine:

as

a) Qual o niumero de possibilidades de se joganbay algum brinde?

b) Qual a razéo entre o numero de possibilidadesedganhar um brinde e o nim

total de possibilidades?

ero

c) O que representa esta razao calculada no iéma?

d) Qual a chance de se perder?

e) Elabore e resolva uma questdo envolvendgagte

2) Em uma urna estdo 6 cartes sendo que 3 caddgmetos e 3 cartbes sao bran

Retirando sucessivamente 3 cartdes (sem reposdgteymine:

COS.

a) As opcoes, atraveés da arvore de possibilidapdes,os trés cartdes retirados.

b) A chance de que os trés cartGes tenham a mesma cor.

c) Sabendo-se que o primeiro cartdo retirado € brdetermine a chance de que

outros dois cartdes tenham a mesma cor.

(0N

3) Num grupo de 30 alunos temos 12 alunos que modt leitura, 21 alunos que

gostam de esportes e 6 alunos que ndo gostam nigituda e nem de esportes.

Analise os dados do exercicio e responda justifican

a) Complete o diagrama com o namero de alunos:

ESPORTES LEITURA

b) Qual a razdo entre o numero de alunos que néiargode esportes e o total

alunos? O que representa esta razao? Justifigue uasta.

de
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3% Ficha de Atividades — para sala — continuacap

c) Qual a porcentagem dos alunos que gostam detespode leitura? Justifique s

resposta.

d) Qual a porcentagem dos alunos que gostam somengspdetes? Justifique sua

resposta.

4) Quando Pedro foi se vestir, ficou na davida d&l goupa iria usar. Sabendo-se que,

em seu guarda-roupa, Pedro tinha trés calcas (et e Cinza) e quatro camisetas

(Azul, vermelha, Cinza e branca) determine:

a) Monte uma tabela para representar as opcdesdte se vestir naquele dia?

b) No dia a dia ouvimos falar em Probabilidade aeavento. A probabilidade permite

expressarmos a chance de um evento acontecer ignmdseentada por uma fragéo, por

um namero decimal ou por uma porcentagem. Por elkemp exercicio anterior, da

roleta, a probabilidade (chance) de sair um nurpar@ 50%(% ou 0,5)

Sendo assim, qual é a probabilidade de que Pedothasao acaso uma calca e uma|
camiseta da mesma cor? Expresse o resultado ukantis diferentes.

6) Marcos e Joao resolveram jogar dados. Classifigoec
Verdadeiro(V) ou Falso(F) as afirmac0des feitas pdlmis amigos.

(Justifique suas respostas).

a) Jodo afirmou que se jogasse o dado uma vezbalplidade de sair um nime

maior que trés é de 50%.

b) Marcos afirmou que se jogassem dois dados deviemaa probabilidade da soma

dos dois nameros encontrados ser igual a seisa oz 0,2 .

c) Jodo afirmou que se jogassem dois dados de emaavprobabilidade da soma

maior que nove sabendo-se que um dos dados amesentnimero 5 €

deé (umanototaldenovepossibilicades)

d) Marcos afirmou que se jogassem trés dados devemaa probabilidade dos tr

nameros serem pares é de 12,5%.

O primeiro exercicio desta atividade € mais geradxplora alguns conceitos
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importantes para o estudo da probabilidade. O Itdldas possibilidades de um
determinado evento ocorrer € trabalhado em paraleho a idéia da chance de um
evento ocorrer, falar em probabilidade €é falar agéo (possibilidades desejaveis/total
de possibilidades), mas nem sempre o aluno peestheelacdo tornando-se necessario
exercicios que o conduzam a esta visdo. Acreditames alunos possam estabelecer
uma relacdo com o célculo da porcentagem, pois éamteito que eles ja conhecem e
que pode ser mais desenvolvido nestas atividadetethie os alunos sdo desafiados a
criar e resolver um exercicio envolvendo o jogaalata. Acreditamos que os alunos
devem fazer a opgdo por exercicios nos quais salaa nimero de possibilidades de
um determinado evento ocorrer em detrimento a &iescnos quais se calcula a
chance deste evento. Como os alunos geralmente astd&tumados a aprender os
conteudos e reproduzir mecanicamente 0s seus @sl@dreditamos que eles possam
ter dificuldades para criar esta questéao.

No exercicio dois exploramos 0 uso arvore das pilisisides como forma de
calcular as possibilidades para que o aluno posszlper o vinculo existente entre os
conteudos trabalhados. Esperamos que uma vezdedftavore de possibilidades os
alunos néo tenham dificuldades para encontrarsposeas.

/Branco

Branc
c’\Preto

Branc /
0\: Branco
reta<

Preto

Trna

Neste exercicio, na letig se introduz a idéia da probabilidade condicionadss

Pret

Branco
ranco<P
reto
o\ Branco
P reto<

Preto

alunos podem utilizar a prépria arvore das posddies para fazer o calculo.
Esperamos que os alunos utilizem a razdo para loslas e que alguns possam
responder algumas questdes através da porcentagem .

No exercicio trés trabalhamos a probabilidade @da@ idéia de conjuntos na qual
se explora a probabilidade da interseccao e u@idmbalho com diagrama € novo para
os alunos, uma vez que este conteldo € mais edplora 1° ano do ensino médio
dentro do contetudo de conjuntos. Os alunos devessamar uma maior dificuldade

para resolver a letrd que exige separar 0s alunos que gostam somenéspiete
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dagueles que gostam de outras atividades. A dificld encontrada neste exercicio ndo
esta no calculo das possibilidades e sim no trab@am conjuntos.

O exercicio quatro € um exercicio de extrema indmeia dentro desta atividade.
Além de explorar o uso da tabela como mais umarfegnta para facilitar o calculo das
possibilidades ele faz a associacdo do calculehimsces com a idéia de probabilidade.
O termo probabilidade é apresentado e exploradotrgerformas de representacéo:
Fracdo, decimal e percentual. Como os alunosegéadim a tabela na letea acreditamos
que eles ndo apresentem dificuldades para caleulprobabilidade utilizando os
diferentes registros de representacoes.

No exercicio cinco exploramos as diferentes fornmdes se apresentar a
probabilidade. Neste exercicio trabalhamos evesiouiltdneos e a probabilidade
condicional. Nas letraa, b e c os alunos ndo devem encontrar problemas por serem
exercicios bem simples sendo que na letilas seis possibilidades temos trés (4, 5 e 6)
gue interessam, na letibaas possibilidades que interessam séo (1 e 5¢,4)2(3 e 3),

(4 e 2) e (5el) num total de 36 possibilidadés«(6 = 36) e na letradas 36 opcbes
existente, calculadas no item anterior, aquelasrgeeessam sdo (5e5),(5e6)e (6 e
5).

Acreditamos que na letihos alunos tenham mais dificuldades por se traar
namero maior de possibilidades. Para a resolucdetded € possivel trabalhar com a
escrita das opcoes (2-2-2, 2-2-4,...) 0 que difieid o calculo, tornando a multiplicacéo
das possibilidades uma op¢do mais facil. Temosossilplidades dos trés numeros
retirados serem pares calculadas através da natigb 3 x 3 x 3 = 27 num total de 6
X 6 x 6 = 216 possibilidades. A dificuldade dosnalsi ndo esta na situacéo apresentada
pelo exercicio, mas sim no caminho que os alunesgm escolher para resolvé-lo.

Apés a resolucdo e exploracdo destes exerciciogprmgposto que os alunos
levassem para casa uma ficha de atividades conosowinco exercicios e que

resolvessem, individualmente, para entregar umasamepois (na proxima aula).
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3% Ficha de Atividades — para casa

1) Um casal tem cinco filhos, sendo trés homensuas dnulheres. Eles tém q

escolher dois filhos para participarem de uma gia@ntre familias.

a) Escreva quais as possibilidades que esta &atafti para escolher a dupla de filhg

b) Se Bia é uma das filhas deste casal, deteranprebabilidade, em porcentagem,

que Bia faca parte desta dupla.

c) Qual a probabilidade de que a dupla seja foansathente por homens?

2) Em um grupo de trinta alunos quinze estudamnggpavinte e dois estudam ingl
e sete alunos estudam inglés e espanhol. Sabengieesum aluno vai ser escolhi

para uma viagem determine:

)S.
de

a) Qual a probabilidade, em porcentagem, do alsoolle@ido ser aluno do curso de

inglés?

b) Qual a probabilidade, em porcentagem, do alwooleido ser aluno somente

curso de inglés?

do

c) Qual a probabilidade, em porcentagem, do alstoleido ser somente aluno

curso de espanhol?

do

3) Um baralho é composto por cartas divididas eatrqunaipes (Espadas, Paus, Ou
e Copas. Héa 13 cartas de cada naipe, sendo unsAgineeros de 2 a 10 e trés figu

(Rei, Dama e Valete).

ros

ras

a) Retirando-se uma carta do baralho determinelaapilidade, em porcentagem,

se retirar uma carta de copas.

de

b) Sabendo-se que foi retirada uma carta de copasa probabilidade desta carta

um numero maior que seis?

ser

c) Retirando-se duas cartas do baralho determprelabilidade, em porcentagem,

de

se retirar figuras ou carta de copas.




97

3% Ficha de Atividades — para casa — continuagdo

4) Lancando uma moeda temos 50% de chance dedirare 50% de chance de tifar

coroa.

a) Lancando-se duas moedas, determine os possdgaltados utilizando a arvore das

possibilidades.

b) Lancadas as duas moedas qual a probabilidaske tilar duas coroas?

c) Lancadas as duas moedas qual a probabilidadaelas duas apresentem o mesmo

resultado?

d) Se fossem lancadas trés moedas, qual a priolzaigildo nimero tirado de caras jser
maior que o numero tirado de coroas? (Resolva sem\er as opcdes explicando seu

raciocinio).

5) Em uma caixa séo colocadas bolas numeradas @e 1

a) Retirando-se uma bola da caixa, determine gpablaabilidade de sair um niamero
multiplo de 3?

b) Retirando-se duas bolas sucessivamente (sersi¢épyy determine a probabilidage

7

de que a soma dos numeros seja maior que dez sabeigie uma das bolas retirada é

0 humero 67

c) Retirando-se duas bolas ao mesmo tempo, determpmobabilidade de que os seus

nameros sejam consecutivos?

No primeiro exercicio 0os alunos sdo induzidos aesst quais sao as possiveis
duplas. Neste caso esperamos que trabalhem coas leir nomes ficticios. Pedro,
Douglas, Marcio, Bia e Lucia podem formar as segsiduplas Pedro e Douglas, Pedro
e Marcio.... Tendo escrito as opg¢des, como nadefiiea facil resolver as demais.

O segundo exercicio é uma forma de revisar o thabebm conjuntos. Como a
atividade foi resolvida e depois discutida em,segperamos que os alunos nédo tenham
dificuldades em resolver este exercicio. O trabalbm o diagrama, mesmo que nao
sendo pedido, deve ser utilizado pelos alunos wrague foi trabalhado anteriormente

e facilita muito os célculos.
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Inglés  Espanhol

O terceiro exercicio tem por objetivo reforcar alyabilidade condicional na letba
ao propor que a carta seja de copas e assim sgacalprobabilidade de ser maior que
seis. Outro objetivo é trabalhar a probabilidadaidid@o de dois eventos na letr&m
que se deseja calcular a probabilidade de retimar figura ou uma carta de copas tendo
como fator complicador o fato de que temos cartasopas que sao figuras.

O quarto exercicio trabalha o langamento de moedagjue as letraa, b e c
apresentam a mesma situagéo (langcamento de duadssho€omo na letrasugerimos
que se utilizassem da arvore das possibilidadea paostrar as possibilidades,
acreditamos que as letda® c possam ser resolvidas de forma direta.

Na letrad esperamos que os alunos também utilizem a anasepdssibilidades

para resolver o exercicio.
ARA

CARA
~ CORODA

CARA\\
CARA
///// COROK

MOEDA COROA

CARA
CARA<C
// OROA
COROA
\\ CARA

COROA
\COROA

O exercicio 5 é o que apresenta o0 maior grau deultihde dos exercicios
explorados. A letraa é mais féacil, pois sao dois os mdultiplos de tr8se( 6)
compreendidos de 1 a 8. A letvae ¢ sdo parecidas, porem escritas de forma diferente.
Na letrab falamos da retirada de duas bolas sucessivamguteigso € necessario falar
da reposicédo ou ndo da bola retirada, mas nadetoano falamos da retirada de duas
bolas a0 mesmo tempo ndo é necessério. Nablégraos 8 possibilidades para primeira
bola e 7 possibilidades para segunda bola nunh det8 x 7 = 56 possibilidades.
Considerando ou ndo a ordem dos termos o resudfactintrado seria 0 mesmo. Se 0s
alunos trabalhassem com estas 56 possibilidadamteeis possibilidades interessantes
para o exercicio (5e 6,7e6,8e6,6eb5, 66&e8) assim um total de 6 em 56 ou
10,7%. Mas se ao invés de trabalhar com as 56hpldsiies os alunos considerarem
que a ordem nao importa, ou seja, 1 e 6 é a mesiva que 6 e 1 entdo seriam 3
possibilidades num total de 28 o que corresponderasmos 10,7%. A let@apesar

de falar de nimeros consecutivos envolve a mesnspgiva da letréd e assim néo
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depende da relacdo que os alunos estabelecam @al@na dos termos.

Apoés recolhidas as atividades propostas para asaduplas sdo novamente
reunidas para ultima parte da atividade. Estandltparte esta relacionada com a
sistematizacdo das idéias trabalhadas nas atiddaderiores. Assim os alunos poderao
perceber que os exercicios resolvidos e os métatilamdos sdo conhecidos e existe
toda uma teoria por traz deles. Neste tipo dedstde o aluno se sente participante no
processo ensino-aprendizagem, pois quando se sistana teoria isso acontece de

forma natural, como decorréncia dos exerciciosaagdbs.

Sequéncia de Atividades 4

4% Ficha de Atividades (12 parte) — para sala

Os exercicios que temos resolvido envolvem o caolatethatematico chamado
ANALISE COMBINATORIA.

A Andlise Combinatéria, como o préprio nome diztuda, analisa, as
diferentes formas de agrupar elementos e de cost@grupamentos possiveis feitos
com elementos de um determinado conjunto, de farsatisfazer certas condicdes.
Nos estudos de Analise Combinatéria o principiosni@iportante € conhecido como
PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM . Este principio permite calcular as
possibilidades de ocorréncia de um evento, senmceseglade de descrever todas as
possibilidades

Na 1 atividade o exercicio nimero 2 no qual os alunesem montar oS
uniformes tendo seis cores de camisa e cinco darebort € resolvido, como foi visto,
sem se escrever todas as opg¢des, mas simplesrtrantesala multiplicacdo 6 x 5 = 30
opcOes de uniformes. Assim também as tarefas 3t ferdm resolvidas da mesma
forma. Na resolucéo dessas tarefas foi usadoreipio Fundamental da Contagem

(conhecido também como Principio multiplicativo)

1) Enuncie com suas palavra®oncipio Fundamental da Contagem.

2) Elabore um problema cuja solucdo possa ser abtidando oPrincipio

Fundamental da Contagene expressa na form& = 4 x 3 x 2

3) Em algumas situagdes precisamos agrupar todekemsntos de um conjunto. B o

caso, por exemplo, de se montar anagramas de umageSe a palavra tem 3 letras

distintas, quantos anagramas podem ser formades oEhamero de letras for 67
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4% Ficha de Atividades (12 parte) — para sala — comiiac&o

Nesses casos importa a ordem de disposi¢cao dosral@snque séo distintos e todog os
elementos sdo considerados. A operacdo matemdaticaso € chamadaermutacao
simplesdos elementos do conjunto.

Assim se a palavra tem 3 letras, existegrpérmutacbescom B= 3 x 2 x 1 = 6§

anagramas.

4) Se a palavra tem 5 letras, existeynpErmutacéeom
P5 S ieirrrrrsreeaaeeaas

De modo geral se temas elementos distintos, entdo o nimero de agrupamento
ordenados ou permutacfes simples que podemos abtertodos o elementos ¢

obtido calculando-se

Curiosidade. Em Matematica o niumero 4 x 3 x 2 x 1 é chamadorifl de 4 €
denotado por 4!
Vocé sabe dizer o valor de:

7! oS!
a)— b)—
) 4 ) 213

4% Ficha de Atividades (22 parte) — para sala

Existem dois tipos fundamentais de oyaque podem ser usados em
exercicios de contagemrranjo e Combinacda Vimos que a grande diferenca dos
dois esta relacionada com a ordem dos termosAMmianjo a ordem dos termos |é
importante, por exemplo, os nimeros 123 e 132 fiddenentes apos a troca da ordem
dos termos. Ja fdombinacdoa ordem dos termos nao importa, por exemplo, wa su
de mamaéo e laranja é a mesma coisa que laranjané@ana

No exercicio 3, da 22 ficha de atividade para, daleam apresentadas duas

—+

situagcdes com 0 mesmo numero de elementos nasajopieracdo exigida € diferente
para cada letra.

Na letraa temos os algarismos 1, 2, 3, e 4 com 0s quaisnuevdormar,
nameros de trés algarismos distintos. Este exereitvolve a idéia de arranjo, pois a
ordem é importante e assim as op¢Bes podem seradds pela multiplicacdo das
possibilidades.

4 x 3x 2= 24 possibilidades.
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4% Ficha de Atividades (22 parte) — para sala — canuacao

Na letrab do exercicio mencionado, deseja-se escolher t@s@anhamento
dentre os quatro possiveis: arroz, feijao, fritdsgeimes. Vimos que sao 4 as op¢
possiveis: arroz-feijao-legumes, arroz-feijao-fjtarroz-legumes-fritas e legume
feijao-fritas.

Apesar de as letrag e b tratarem da mesma quantidade de elementa
respostas sdo diferentes. Na ledraencontramos 24 possibilidades e na Idird
possibilidades. Esta diferenca acontece, como vinpmsgue no exercicio ddg
acompanhamentos a ordem dos termos ndo importsire asmesma opc¢ao pode
repetida 6 vezes:

arroz-feijao-fritas = arroz-fritas-feijao = fritdefjao-arroz = fritas-arroz-feija
= feijdo-fritas-arroz = feijao-arroz-fritas.

Por isso 24 opgdes / por 6 repeticies= 4 possaoidd.

pes

S-

S as

S

er

U7

O

Nos exercicios de arranjos multiplicamos as opgdess exercicios de combinag

multiplicamos as opc¢des e dividimos pelas repesicde

ao

1) Suponhamos um exercicio de arranjo no qual térelementos(A, B, C, D e E)
devemos escolher dois. Qual o nimero de possité&a

2) Se o0 exercicio anterior envolvesse a idéia ebomacdo, qual seria o0 numero

opcoes?

de

3) Se dos 5 elementos tivéssemos que escolhemémties qual seria a reposta par
exercicio de arranjo e para o exercicio de comBina¢

a o

4) Sendo os numeros 1, 2, 3 e 4 um aluno montoufome de resolver o exercicio
escolha do nimeros de algarismos distintos.
Para calcular o numero de possibilidades de seanant nimero de dois algarism

5l
ele montou:

(5-2)

Ha

0S

a) Calcule e confirme a resposta.

b) Qual a férmula para calcular as possibilidadessé formar um namero de tr
algarismos distintos, através da expressao do aluno

c) Se tivéssemos n elementos para formar um nueherp algarismos através

expressao do aluno, qual seria a férmula?
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4% Ficha de Atividades (22 parte) — para sala eontinuagdo

5) Sejam Marcos, Bruno, Pedro, Nair e Lucas um @rde¢ amigos com o qual §

deseja formar duplas. O mesmo aluno montou umaafoi@resolver o exercicio.

|
Tendo 5 elementos para escolher dois t?%qg'sﬂ como cada dupla é repetida duas

vezes( Pedro e Nair = Nair e Pedro) ele dividiuZioAssim a resposta final é

5!
(5-2).21°

U7

a) Se dos 5 amigos tivéssemos que formar um tb spria a expressao que o aly

iria montar ?

INO

b) Se tivéssemos amigos e tivéssemos que escolher um nurpede amigos, qua

seria a formula para se calcular as possibilidades?

4% Ficha de Atividades (32 parte) — para sala

Como foi visto na 32 ficha de atividade para saaewercicios nos quais
calculam as chances de um determinado evento oceé&e conhecidos com
exercicios de probabilidade.

No exercicio 5 da 32 ficha de atividade para sa&glorado o langcamento d
dados. Afirma-se que ao lancar um dado a probabididchance) de sair um nimg
maior do que trés é de 50%.

Quando o dado é lancado existem seis possibilidzataso resultado: 1, 2, 3,
5 e 6. Este total de possibilidades é conhecidooocespaco amostral Mas o que ¢

exercicio pede € que o numero alcancado seja mamrtrés e assim temos cof
possibilidades 4, 5, e 6. Para a situacéo desenitasP(A) =% sendo que:

A representa 0 evento sair um numero maior gue 3

o numerador 3 representa

no

e o denominador 6 indica

1) Explique, com suas palavras, como se calculaodapilidade de um even

acontecer?

(0]
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4% Ficha de Atividades (32 parte) — para sala — comiiac&o

2) Retomemos o exercicio trabalhado anteriormente.

Marcos, Bruno, Pedro, Nair e Lucas desejam forraptas para um torneio.

a) Queremos determinar qual a probabilidade deagdepla formada seja compos
por duas pessoas do mesmo sexo.

I. Qual o espaco amostral e qual o numero de elemelesse espaco?

ii.Qual o evento que se deseja que ocorra? Quaimetas sdo as possibilidades dg
evento ocorrer?

iii.Expresse a probabilidade, do enunciado, powordei uma fragcéo.

sta

pSSe

b) Qual a probabilidade de se formar um trio nd uano esteja presente?

3) Em uma urna sdo colocados 12 cartdes numeraddsadl2. Suponhamos que
pessoa va tirar dois cartbes consecutivamenteregaosicao.

a) Determine a probabilidade de que os dois cagéj@asn de nUmeros pares.

P a

b) Existe um tipo de probabilidade conhecida cqambabilidade condicional. Neste
caso, calculamos a probabilidade de um evAnézontecer sendo que um eveBt{

aconteceu. Um evento esta condicionado ao outro.

Um exempla Queremos calcular a probabilidade de que a somsaddis cartbe
retirados seja maior que 12 sendo que o primemtaa@aetirado seja o de numero 4.

Para calcular esta probabilidade temos que calaslgrossibilidades de que a so
seja maior que 12 e, a0 mesmo tempo, que o primémero seja 0 4. Qual o valor

probabilidade pedida?

Ul

ma

b) Monte um exercicio considerando a mesma urnai®mwartdées numerados de ]

12 que também exija o célculo de probabilidade wiwmhl.

| a

Esta sequéncia de atividades foi dividida em trégep sendo a primeira

responsavel por apresentar e desenvolver o prinéipidamental da contagem e a

permutacdo simples utilizados em exercicios amegidOs alunos, nesta parte, vao ter

contato com o conceito de fatorial e assim chedgamaula da permutacao.
Na segunda parte desta atividade € retomada aenljerentre arranjo
combinacdo que ja foi apresentada e explorada dmosoexercicios. Mas o0 (

diferencia esta atividade das outras é que os sls@o levados a utilizarem o fato

e
ue

rial
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. . n o n
para encontrar as formulas de arraijg, :(— e combinacad@, , =——

n- p) pi(n-p)’

Na terceira parte desta atividade exploramos aaidd® probabilidade
apresentando a definicdo de espaco amostral erargio a probabilidade como uma
razao entre o total de possibilidades desejadasotabde possibilidades. O aluno é
levado a explicar a probabilidade com suas palawit@sn um contato com a definicdo
de probabilidade condicional, sendo desafiado @& enn exercicio que envolva este
tipo de raciocinio.

Terminada a aplicacdo destas atividades podemesendolvidos outros dois
tipos de atividades: a primeira que n&o foi meralan e que acontece como
consequéncia do desenvolvimento do ano letivo évadiagdo, a segunda € um
questionario cujo objetivo € que os alunos avabeipo de trabalho desenvolvido.

No final do més de novembro a escola, onde a pesdoi conduzida, tem uma

semana de provas finais, nas quais os professead@mm 0s Ultimos contelddos

trabalhados. Assim nesta turma foi aplicada a ag@ati abaixo que € composta de oito

questbes baseadas nas atividades aplicadas engbéntaserviu como fonte de dados

para a pesquisa.

Avaliacéo

1) Em um jogo sao utilizados dois dados. Um daduermo nimeros de 1 a 6 e o ou

contendo seis cores (azul, amarelo, branco, pretde e vermelho).Lancam-se dois dado

mesmo tempo.

tro

5 a0

a) Preencha a tabela do espaco amostral.
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continuacao da avaliagag

b) Qual a probabilidade de sair um nimero maior4jee cor verde?

c) Qual a probabilidade de sair um niamero impaa oar branca?

2) Marcos, Pedro, Bruna e Luiza irdo viajar de Gsjlbcupando as poltronas de niumeros
4, com 1 e 2 juntas e 3 e 4 juntas, conforme oavquO numero de maneiras de ocupa
dessas quatro poltronas, garantindo que, em dua®mnas juntas, ao lado de uma mg

sempre viaje um rapaz, é:

a)6. b)8. c)12. d)16. 1 2

corredor
do dnibus

la
1CA0

ca

3) Marcelo tem 4 camisetas (branca, cinza, pretaud, 2 bermudas( Vermelha e cinza)
bonés ( vermelho e preto). Determine quantas oplfagselo tem para se vestir com u
camiseta, uma bermuda e um boné de tal forma aep@iir nenhuma cor. (Dica: Utilize
arvore de possibilidades para facilitar as contas)

a)16. b)12. ¢)8. d)6.

e 2
mna
a

4) Quantos anagramas podemos formar com as letnaalavra MUNDO:

a)6 b)24 c)120  d) 360

5) A figura a seguir representa uma bandeira corfistBas. Dispondo-se de 3 cor

distintas(azul, branco e verde) deseja-se pint#ast@s listras, de forma que listras vizinhas

tenham cores diferentes.

a) De quantas maneiras distintas a bandeira pogengada? Justifique escrevendo as opg¢

Des

b) Escolhendo-se aleatoriamente uma das formadvpasgle pintar a bandeira, qual é
probabilidade de que a forma escolhida seja umaoptenha as 3 cores?
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continuacao da avaliagag

6) Uma loja de doces e salgados para festas ofg@scpos de salgados: coxinha, empa
pastel que podem ser recheados de: bacalhau, franeigo e palmito. Faca o que se pede:

Ja e

a) Monte uma arvore de possibilidades para enaottdas os tipos de salgados variandd

recheios.

oS

b) Se uma pessoa ndo come coxinha nem bacalhamatetes tipos de salgados que pod

ser montados de tal forma a agradar esta pessoa.

em

7) Uma torta salgada deve ser feita de tal forma geu recheio contenha trés (
ingredientes: presunto, carne, palmito, requeigigitona e milho verde. Quantas op¢

existem para fazer a torta?

a)120 b)60 )20 d) 16

los

(@]}

es

8) Os numeros de telefone de uma determinada regiecam com 3826, sendo qu
escolha dos quatro ultimos algarismos fica a éoitdo morador. Suponhamos que na horz:
montar seu telefone Lucas, que mora na regidopagsa repetir nenhum algarismo. Quatr

sao as possibilidades de Lucas montar seu telefone?

a)360 b)120 ¢)90  d)60

D
QD

A de

tas

Nesta avaliagdo sdo exploradas as diferentes fodeasepresentacdo como
tabela, escrita das opc¢Oes, arvore de possibilsjadaltiplicacdo das possibilidades e
outras. No exercicio um o aluno, induzido a utilizema tabela, deve trabalhar a
probabilidade da unido e da interseccao de eventos.

No exercicio dois o aluno pode se utilizar da rplitta¢cdo das possibilidades, o
que é a mais dificil pelas condic6es impostas @edocicio; sendo assim esperamos que
a escrita das opcdes seja o caminho mais adotéaglanos.

No exercicio trés a utilizacdo da arvore das poskildes torna o exercicio
facilmente resolvivel sem a multiplicacdo das pgobdades. O que ja ndo acontece no
exercicio quatro no qual se explora a idéia de p&xgdo simples de cinco elementos.
Esperamos que alguns alunos utilizem a propriadtame permutacéo.

No exercicio cinco o aluno é questionado sobre memd de opcdes, mas

também é cobrado sobre quais sdo estas opc¢des®apreluz a utilizacdo da escrita
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das opcdes como forma de responder o exerciciol{#&anco-verde, azul-branco-
azul,...). Esta escrita das opg¢0es ajuda a visuwadig opcdes da lettae assim ndo se
faz necessario o calculo das possibilidades poo oeeimultiplicacéo.

No exercicio seis 0 aluno ao utilizar a arvore plssibilidades deve perceber
dentre as op¢des aquelas que atendem as condippestas. Nos exercicios sete e oito
o aluno deve trabalhar com o raciocinio de arranjombinacdo. No exercicio sete sédo
seis elementos para serem combinados trés a tnésexercicio oito que envolve a
formacdo de numeros distintos depois da analisealiasismos ja utilizados deve se
utilizar o arranjo dos seis algarismos restantemtins quatro a quatro.

Para concluir a atividade foi aplicado um questimnao qual os alunos
puderam expressar sua opinido e falar dos aspeuis#ivos e negativos desta
atividade. O questionario foi aplicado na aula demprofessor, para que os alunos nao
se sentissem constrangidos ao avaliar o traballppasgnca do pesquisador e professor.
O questionario era formado pelas seguintes questdes

Questionario

1) Dentre as atividades que desenvolvemos estodaméalise Combinatoria e

Probabilidades, qual a que chamou mais a sua @@ qué?

2) Faca um pequeno comentario sobre os trabaltsendealvidos no estudo desse

assunto.
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6 INVESTIGACOES E DESCOBERTAS DOS ALUNOS

ApoOs a elaboracdo e aplicacdo do médulo de ensinfeifa uma analise dos
resultados que é apresentada nesta parte da @esGaise ressaltar que a turma era
composta por 25 alunos que seriam divididos em dopéas e um trio. Porém alguns
problemas como atraso e faltas nos obrigaram a fameracdes para que todos o0s
alunos pudessem participar da atividade em grupo.

Assim dos quatro dias de atividades tivemos algumatas que se mantiveram
e que aqui serdo enumeradas:

Dupla 1 : Fernando e Henrique

Dupla 2 : Barbara e Kevin

Dupla 3: Débora e Luiza M.

Dupla 4: Guilherme e Nicolas.

Dupla 5: Ana e Gabriela F..

Dupla 6: Emily e Mariana.

Dupla 7: Carolina e Rafael

Dupla 8: Gabriela G. e Luiza O..

Além das oito duplas mencionadas outros gruposrfd@mados durante as
sequéncias de atividades. No primeiro dia foranmé&mlos doze grupos sendo onze
duplas e um trio, no segundo dia foram formados dhmplas, no terceiro dia foram
formados oito duplas e trés trios e no quartoienaldia foram formadas onze duplas e
um trio.

A analise dos resultados apresentados, a prinfdpguantitativa, mapeando-se
0 numero de acertos e erros. Posteriormente aspgotditativos foram considerados,
como a utilizacdo dos diferentes registros. As &egas foram analisadas
separadamente sendo observadas as fichas de @ddiypdaa sala e para casa. A etapa
corresponde a andliseposteriori permitindo comparar as expectativas de respaestas
dificuldades apontadas na anakspriori, (Capitulo 5) com as estratégias de raciocinio
combinatdrio efetivamente empregadas pelos alunos.

A analise dos resultados foi apresentada em quath®sguais 0S exercicios
foram classificados como certo, errado, incompletobranco. A classificacéo
“incompleta” se faz necessario, pois em algunsaésies nos quais 0s alunos optaram
pela escrita das opcdes algumas respostas ficamaompletas, além da falta de

justificativa das respostas em exercicios que ddemem explicacdes. A classificagdo
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“branco” foi associada as duplas que nao fizerarexercicio. Ja a classificacdo
“correta” e “errada” nao esta associada somentesultado, mas também ao calculo

apresentado pelos alunos.

6.1 Andlise da Sequéncia de Atividades 1

6.1.1 Andlise da3Ficha de Atividades em sala

Esta primeira atividade era composta por quatracéies subdivididos em
itens ( a, b,...)

Nesta primeira atividade os doze grupos podemrganzados assim:

Exercicio 1 a B c
Certo 12 12 11
Errado 0 0 1
Incompleto 0 0 0
Branco 0 0 0

Quadro 2: Resultado do 1° exercicio da 12 fichatidedades para sala.

O exercicio 1 por se tratar do calculo de possifiles de um evento envolvendo
um numero pequeno de variaveis ndo ofereceu ao®salicomo previsto, muitas
dificuldades. Na letra além de calcular as possibilidades através dat@stas opcoes
(Pastel -Laranja, Pastel -Uva,...) alguns alunoslaram o registro de representacao

utilizando uma representacgéao figural, como a d@pla

. . M'ﬂsﬁ_
posie] -~ . N Kibe
“<5°M —— Ooialbo.
Uvo. ™~ [WLVN. W

Figura 17: Extraida da 12 ficha de atividades(pala) da dupla 3.

A Unica dupla que errou a letca errou por considerar que as opcdes Pastel-
Laranja e Laranja-Pastel sdo opcbes diferentes nglacolo assim o dobro de

alternativas.
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Exercicio 2 a B c D
Certo 11 12 12 9
Errado 0 0 0
Incompleto 0 0 3
Branco 1 0 0 0

Quadro 3: Resultado do 2° exercicio da 12 fichatidedades para sala.

O exercicio 2 apresenta uma tabela, para as latras, como forma de
incentivar a utilizacao de diferente registrosej@esentacao.

Quando questionados, na lettasobre a possibilidade de fazer o exercicio
utilizando outro tipo de representacdo todas adadupsponderam sim. Os grupos
fizeram a conversdo de registros deixando de trabatom a linguagem natural,
escrevendo as opcdes, para trabalhar com a ratae&e figural ou, como a maioria,

para trabalhar com a representacao simbaolico-naméigura 18):

=2 aiij w&m& S vulioeans Al ke el

mgw {}.._n_.f N =T =T (33=9')
Figura 18: Extraida da 12 ficha de atividades(pala) da dupla 5.

Na letrad como conseqiiéncia da lettdodos 0s grupos conseguiram chegar a
resposta certa sendo que trés grupos néao justificas calculos como foi pedido.

Como mencionado no capitulo 5 esta mudanca detnegisa esperada e
consequentemente a percepcdo da possibilidadeamsfdrmacao dentre as diferentes

formas de representacéo.

Exercicio 3 a b C
Certo 12 7 4
Errado 0 0 6
Incompleto 0 5 2
Branco 0 0 0

Quadro 4: Resultado do 3° exercicio da 12 fichatidelades para sala.

O exercicio numero 3 envolvia o célculo de anagsareaercicio classico no
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contexto da analise combinatoria.

Quando questionados solgeais sdo os anagramas da palavra SOPA e nao
sobrequantos sdo, os alunos foram induzidos a perceber que didme&ue vamos
aumentando o numero de letras a quantidade deamagrvai aumentando e assim a
escrita das opcoes vai ficando cada vez maisldificjue sugere uma transformacao da
representacao utilizada.

Na letraa todas as duplas escreveram as seis opc¢des setanpasbo que ja
ndo aconteceu na letta sendo que, aproximadamente 42% dos grupos, deixara

resposta incompleta ao ndo escreverem as 24 opgire,a dupla trés:

bY Coes

Figura 19: Extraida da 12 ficha de atividades(pala) da dupla 3.

Uma vez proposta a escrita das opc¢des e percelddewddade pelo aumento
das letras, os alunos foram questionados, nadetabre a possibilidade de se utilizar
outro registro de representacao para facilitarabsuos.

Quatro grupos conseguiram resolver sem escreveopgées e através da
conversao de registros utilizaram a multiplicac@as gossibilidades (figura 20) para
encontrar a solugéo. Filipe Augusto e Maria Luiza:

)
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Figura 20: Extraida da 12 ficha de atividades(pata) da dupla formada por Filipe e Maria.
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Neste caso a dupla mostrou claramente que compmeerd principio
multiplicativo como alternativa no calculo de pbdgiades alcangando-se assim um
dos objetivos propostos por esta pesquisa.

A dupla 7 chegou ao resultado através de umasemi@cdo que envolve tanto
a escrita das opcdes quanto a multiplicacdo dasihiiidades. No calculo dos
anagramas da palavra AMOR a dupla escreveu osanagr que comegam com a letra
A e multiplicou o resultado (6 anagramas) pelo monte letras da palavra (4 letras)
encontrando 24 anagramas.

Os grupos que fizerara letra b incompletas, como era de se esperar, nédo
conseguiram fazer a letca Além disto, dois grupos apresentaram as conta8 # 2 x
1= 24, mas néo explicaram o porqué, como foi pedalexercicio, e assim as respostas

foram consideradas incompletas.

Exercicio 4 a B c D
Certo 11 8 5 5
Errado 0 2 3 1
Incompleto 0 0 2 0
Branco 1 2 2 6

Quadro 5: Resultado do 4° exercicio da 12 fichatidedades para sala.

O exercicio quatro trabalhava a formacdo de semhagadativamente ia
aumentado o grau de dificuldade, com o0 aument@lg@sismos e outras condi¢des. Na
letra a os alunos néo tiveram dificuldades e preferiraraserita das opgbes como
representacao para resolver o exercicio.

Na letrab, como na letraa, a senha deveria ser formada com trés algarismos
distintos, porém deveria comecar com o algarismooci Poucos grupos acertaram a
resposta através da multiplicacdo das possibilslédlex 3 = 12) sendo que a maioria
utilizou a escrita das opcgoes.

Podemos notar, nos exercicios resolvidos, queun®galse sentem mais seguros
ao escreverem as opcoes. Diante desta realidadmbpenos a importancia de
apresentar exercicios com um numero maior de opgdesie 0s leva a pensar em
alternativas de resolucdo utilizando outras reptesées e até mesmo a mudanca do
registro de representacao.

Nas letrax ed as senhas devem ter trés algarismos escolhideskrt, 3, 4, e
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5 sendo distintos na letcae podendo ser repetidos na latraNestes casos teriamos um
total de 60 senhas na leta@ 125 senhas para lettao que torna a escrita das opcgoes

uma alternativa improvavel. A dificuldade relatagteama fica perceptivel nos resultados

apresentados pela tabela na qual somente cincoograpertaram, utilizando a
multiplicagéo de possibilidades, as lettasd como a dupla 2.
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Figura 21: Extraida da thé de atividades (para sala) da dupla 2

O trio formado por Fernanda, Gislaine e Miquellizdu uma representacao
diferente dos demais, porém sem sair do registnoénigo. Na letrad, por exemplo, o
trio escreveu as opc¢bes de senhas que comegcam ndmeayo 1 (25 possibilidades) e

multiplicaram pelo total de algarismos (5 algarisinencontrando as 125 opcoes.

Exercicio 5 A b C
Certo 8 6 1
Errado 1 2 6
Incompleto 0 0 1
Branco 3 4 4

Quadro 6: Resultado do 5° exercicio da 12 fichatidalades para sala.

No exercicio cinco, trés dos doze grupos que [eatiam da atividade néo
conseguiram administrar seu tempo de tal formazarféoda a ficha de atividades

deixando assim o exercicio em branco. Além disio, quarto grupo nao conseguiu



114

fazer as letrab e c deixando-as em branco.

Nas letrasa e b a partir do numero de corredores calculavam-se as
possibilidades de chegada para uma corrida. Ograptaram pela multiplicacdo de
possibilidades como forma de calcular as op¢cOetehasa eb.

Apenas um dos grupos (figura 22) que participouati@glades acertou a letca
Nesta letra foram apresentadas duas condicOesumuentaram o grau de dificuldade
do exercicio. Primeiro foi exigido que no calculasdpossibilidades o corredor A
sempre aparecesse entre os trés primeiros e, seganpedido o calculo das chances e

nao s6 das possibilidades.

c) Entre todos os possiveis resultados para esta corrida, qual a chance de que

entre os carros (A, B,C, D, EeF), ocarro A chegue entre os trés prlmelros

lugares? H droere o mev G © Coe A o SIS SIINVENS +.U S
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Figura 22: Extraida da 12 ficha de atividades (pala) da dupla 2.

A dupla 6 conseguiu calcular as possibilidades, néas calculou as chances
enquanto a dupla 1 calculou as possibilidades deador A chegar em primeiro mas
nao a possibilidade de chegar nos trés primeirarksy Outras duas duplas associaram
o calculo da chance a idéia de porcentagem, masar&eguiram fazer o calculo das

possibilidades apresentando a porcentagem errada.

6.1.2 Andlise da % Ficha de Atividades para casa

Dos vinte e cinco alunos da sala seis nao fizerdtFRicha de Atividades para

casa.

Os resultados apresentados foram os seguintes:
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Exercicio 1 A b

Certo 4 6
Errado 9 5
Branco 6 8

Quadro 7: Resultaddl@i@xercicio da 12 ficha de atividades para casa.

O exercicio namero um propunha a utilizacdo darérdas possibilidades como
mais uma possibilidade dentre os diversos registeagpresentacao. Porém o exercicio
também explorava a elaboracdo de questdes pordmtalunos o que, geralmente, nao
é trabalhado com freqUéncia nos livros didaticos.

A auséncia de atividades investigativas proporci@maecaniza¢cdo do ensino,
limitando assim a capacidade criativa dos alun@g® justifica o grande numero de
erros e de questdes em branco.

A classificacdo errada para as leteas b refere-se aos exercicios que foram
criados, mas que nao fazem sentido.

Na letraa como o enunciado deveria ser criado de acordo aorasposta
apresentada os alunos tiveram uma dificuldade nd@@ue na letré (figura 23) uma

vez que os alunos a tiveram liberdade para crearumciado e depois resolver.
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Figura 23: Extraida da 12 ficha de atividades (paga) da aluna Barbara.

Percebemos que a utilizacdo da arvore das podsilbds aconteceu
naturalmente na letrd, até mesmo para alunos que ndo conseguiram montar

enunciado completo, mas tendo a resposta em mente.
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Exercicio 2 A b
Certo 15 13
Errado 4 6
Branco 0 0

Quadro 8: Resultado do 2° exercieiddficha de atividades para casa.

No exercicio dois 0 numero de acertos foi muit@,atendo que os alunos
trabalharam com diferentes representacdes e emsaltasos utilizaram a converséo
dos registros de representacao.

Os alunos que erraram a letréambém erraram a letka O erro aconteceu por
calcularem a possibilidade de compra de umdZiDum livro e ndo de um CB um
livro. Esta diferenca fica evidente nas represémsqitilizadas pelas alunas Gabriela
(figura 24) e Gislaine (figura 25) :
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Figura 24: Extraida da 12 ficha de atividades (paga) da aluna Gabriela
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Figura 25: Extraida da 12 ficha de atividades (paga) da aluna Gislaine.

A aluna Gabriela trabalha com o “ou” e a aluna &m& trabalha com o “e”
apresentando a arvore de possibilidades corretguabestdo representadas todas as
opcOes de compra de um livro e um CD. Exploramas agliferenca que existe em
analise combinatéria relacionada com a utilizagéidod” (associado a adi¢cao) e o “e”

(associado a multiplicagcédo). Os quatro alunos qregan, utiizando o “ou”, somaram
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as trés opc¢oes de CD e as duas opgoes de livrateswado cinco opcdes, como a aluna
Gabiriela.

A arvore das possibilidades néo foi o Unico regisie representacéo utilizado.
Alguns alunos, na letra, utilizaram a multiplicacdo das opgbes (2 x 3 = 6
possibilidades) e outros a escrita das opg¢des @Roeme MPB, Romance e Rock, ...).

O exercicio trés apresentou um alto indice de tGessem branco como

podemos ver no quadro:

Exercicio 3 A b
Certo 12 4
Errado 1 1
Branco 6 14

Quadro 9: Resultado do 3° exercicio da 12 fichatidalades para casa.

Segundo o depoimento de alguns alunos a justifeca&sta na dificuldade com a
trigonometria, como menciona Nicolasguando fala de seno é dificil ainda mais
junto com esta matéria”Cabe salientar que estes alunos haviam estudadatetdo
trigonometria no triangulo retangulo antes de caresg o0 modulo de ensino.

Os alunos que conseguiram chegar a resposta aareeletraa, fizeram-no
através da multiplicacdo das opc¢oes (3 x 2 = 6ilpiidades) e através da escrita das
opcdes (3/4, 2/5, 4/2,...). Porém poucos alunoseguiram calcular a chance na ldtra
Dos quatro alunos que acertaram, dois calcularahaace em porcentagem e para isto
utilizaram a regra de trés, como a aluna Gabrielajl¥ se esqueceu de acrescentar o

simbolo de porcentagem:

Figura 26: Extraida da 12 ficha de atividades (pasa) da aluna Gabriela M..

Os outros dois alunos escreveram a chance con@w reatre o numero de
possibilidades desejaveis e o numero total de Ipdidades.

O exercicio 4 era um exercicio mais simples e ggo teve um indice de acerto
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préximo a 90%.

Exercicio 4 a
Certo 17
Errado 1
Branco 1

Quadro 10: Resultado do 4° exercieid #ificha de atividades para casa.

Dos 17 alunos que acertaram a questdo, 15 utiizareepresentacao simbdélico-
numérica através da multiplicacdo das possibilisdde 3 = 12). Os outros dois alunos
nomearam cada um dos caminhos com letras (A, B, €E, F, G) e depois escreveram
todas as opcdes (AE, AF,...).

O exercicio cinco explorava idéias de permutacdmajo.

Exercicio 5 A b c
Certo 12 12 5
Errado 6 6 10
Branco 1 1 4

Quadro 11: Resultado do 5° exercicio da 12 fichatid@lades para casa.

Cinco dos doze alunos que acertaram, as letrad, utilizaram a escrita as
opc¢des, como a aluna Ana (figura 27) enquanto tse®geis alunos trabalharam com a
representacdo simbdlico-numérica através da mighigio das possibilidades, como a

aluna Barbara:
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Figura 27: Extraida da 12 ficha de atividades (paga) da aluna Ana.
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Figura 28: Extraida da 12 ficha de atividades (pasa) da aluna Barbara.

A aluna Barbara analisou as possibilidades paraa catha das casas
(representadas com 12, 22 e 32) e depois multipéis@ossibilidades.

Na letrac encontramos um numero grande de erros. Como oroloeeopcdes €
muito alto, a op¢c&o mais viavel era a multiplicagas possibilidades sendo que alguns

alunos tentaram trabalhar com a escrita das opefr@asndo 0 exercicio.

6.2 Andlise da Sequéncia de Atividades 2

6.2.1 Andlise da 2Ficha de Atividades em sala

A segunda atividade aplicada em sala foi compostagpatro exercicios que
exploraram a combinacéo e a sistematizacédo dadiarentre arranjo e combinacéao.

O exercicio 1 abordou o célculo das combina¢dedeataeentos dois a dois e trés
a trés. Este exercicio explorou, a principio, aiesdas op¢des como representacao
para apresentar quais eram as possibilidadesedraa b célculo destas opcdes através
de outra representacdo que nao seja a linguagamahaDs resultados podem ser

analisados mediante o quadro:

Exercicio 1 A b c
Certo 12 6 3
Errado 0 3 3
Incompleto 3 1
Branco 0 0 5

Quadro 12: Resultado do 1° exercicio da 22 fichatidelades para sala.
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As letrasa e b apresentam a mesma resposta, porém com numertntEnos
diferentes (dois na letra e trés na letrd). Esta variagdo de elementos justifica a
diferenca de resolucbes corretas da letrpara a letrab. Das seis duplas que nao
erraram a letrd, trés escreveram de forma incompleta as opcosateas trés duplas
colocaram opc¢des nas quais 0s elementos se repet@saim uma mesma opgéao foi
contada mais de uma vez.

A maior parte das duplas que acertarou as kewd utilizou a representacao
figural para facilitar a visualizacao e depois eger as opcoes.

Na letrac as duplas foram questionadas sobre a possibilidadealcular as
opcOes das letras e b sem escrevé-las. As duplas que responderam cogetam
mudaram o registro de representacdo utilizado pdsesda linguagem natural para a
representacdo simbolico-numérica da multiplicacas gossibilidades, associada a
divisdo como forma de retirar 0 excesso de posddgies (possibilidades que se
repetem). Como a dupla 2:
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Figura 29: Extraida da 22 ficha de atividades (pala) da dupla 2.

Uma dupla conseguiu fazer o calculo da letranas ndo conseguiu justificar o
resultado da letrd e por isso o exercicio foi considerado incompléte.trés duplas
que erraram 0 exercicio encontraram as opcdesta®mas letraa e b, mas quando
mudaram o registro de representacdo, na lefraimplesmente multiplicaram as
possibilidades e nado retiraram as opcdes repeatitaatrando resultados diferentes dos

encontrados nas letras anteriores.

Exercicio 2 a
Certo 11
Errado 1

Quadro 13: Resultado do 2° exercici@ificha de atividades para sala.
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No exercicio dois os alunos ndo encontraram mdifazildades ao trabalharem
a combinacdo de dois pontos utilizando diferenéggstros de representacdo como a
representacdo figural (figura 30), a escrita dagfep e a multiplicacdo das

possibilidades.
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Figura 30: Extraida da 22 ficha de atividades (pafa) da dupla 4.

A Unica dupla que apresentou a resolucdo incowglizou dois diferentes
registros de representacdo (escrita das opcdepreseatacdo simbdlico-numérica),
porém obteve resultados diferentes.

O exercicio trés apresentou situacdes que envolsemesmo numero de
variaveis, porém com idéias diferentes (arranjorahinacdo). O exercicio apresentou
um indice de acerto de 83,33%. O objetivo da quest&rca da percepcdo da ordem

dos termos como recurso essencial para o calcslpaksibilidades, foi alcancado.

Exercicio 3 A b c
Certo 11 10 9
Errado 0 2 2
Incompleto 1 0 0
Branco 0 0 1

Quadro 14: Resultado do 3° exercicio da 22 fichatidelades para sala.

Na letra a as onze duplas que acertaram utilizaram a mukiglio das
possibilidades como recurso para encontrar as epgédénica dupla que trabalhou com
a escrita das opc¢des conseguiu encontrar 19 odedesdo o exercicio incompleto.

Na letrab, como envolve a idéia de combinacédo, os alunosnfapaestionados
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sobre quantas e quais as opg¢oes. Se trabalhasseenteocom a quantidade, muitos
deixariam passar despercebida a repeticdo das Dmc@pie justifica a inclusao da
pergunta “quais?” para levar os alunos a escreva®mpcdes e notarem 0 excesso.
Mesmo assim uma dupla desprezou a idéia de qusdaas opcdes e repetiu o calculo
da letra anterior encontrando 24 opc¢6es sendo enerid encontrar somente 4 opgoes.
As duas duplas que erraram a ldiraonsequentemente erraram a |leirgois
deveriam comparar os resultados encontrados nies @eteriores. Por outro lado as
duplas que acertaram a letrgperceberam a diferenca associada a ordem dossermo
utilizaram da argumentacao pautada na repeticaaltxsativas como motivo para as

respostas serem diferentes. A dupla 5 apreserdeguante justificativa:
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Figura 31: Extraida da 22 ficha de atividades (pafa) da dupla 5.

Diante dos resultados e das justificativas aprasiast pelos alunos podemos
concluir que o objetivo foi alcancado a medida qeegrupos conseguiram efetuar os
calculos e perceber a diferenca existente nos iexesaeferente a importancia, ou nao
da ordem dos termos.

No exercicio quatro os alunos tiveram contato carcanceitos de arranjo e

combinacdo e mediante a analise dos exerciciodvids® anteriormente tiveram que
classifica-los.

Exercicio 4 a b c d
Certo 12 10 10 11
Errado 0 2 2 1

Quadro 15: Resultado do 4° exercicio da 22 fichatidelades para sala.

Percebemos pelos resultados e pelas justificatimaentradas que os objetivos

deste exercicio foram alcancados. Das duplas aqgreagem todas as letras a maior parte
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7

utilizou exemplos como forma de justificar as retps. Exemplo disto é a dupla
formada pelas alunas Gislaine e Natalia que usosegsintes justificativas para as

letrasb ec:
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Figura 32: Extraida da 22 ficha de atividades (pala) da dupla formada por Gislaine e Natalia.

As duplas que erraram ndo se preocuparam com ificatsta e por iSso nao

conseguiram perceber a importancia da ordem domger

6.2.2 Andlise da 2Ficha de Atividades para casa

Dos vinte e cinco alunos que participaram da ead em sala onze néo

entregaram a ficha de atividade para casa.

Exercicio 1 A b c
Certo 10 8 6
Errado 3 3 4
Incompleto 1 2 0
Branco 0 1 4

Quadro 16: Resultado do 1° exercicio da 22 fichatid@lades para casa.

Na letraa percebemos que a escrita das opcfes é a altermatiis utilizada
para se encontrar o numero de opc¢des. Além difjans alunos utilizaram outras
formas de representacdo como representacdo figuragépresentacdo simbdlico-

numeérica através da multiplicacédo das possibilidade
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Os trés alunos que erraram o exercicio utilizaranuliiplicacdo das opcdes 6 x
5 = 30 porém néo dividiram para retirar as altévaatrepetidas e assim utilizaram a
idéia de arranjo em um exercicio de combinacéao.

Na letrab dos dez que acertaram a lefravito acertaram também a letiba
inclusive utilizando o mesmo registro de represgidala letra anterior

Diante do objetivo de explorar os diferentes regsstie representacéo a letra
mostrou a dependéncia que alguns alunos tém daaljyegn natural e por isso quatro
alunos que vinham utilizando a escrita das opc@socforma de representar as
possibilidades deixaram a questdo em branco. Qwslgue acertaram a resposta

utilizaram a multiplicacdo das possibilidades, s#guda divisdo para retirar as
possibilidades repetidas.

&, e

Figura 33: Extraida da 22 ficha de atividades (pasa) do aluno Rafel.

O exercicio numero 2 € um exercicio semelhante a@asrexercicios aplicados
na ficha de atividade para sala.

Exercicio 2 a B
Certo 13 3
Errado 0 10
Incompleto 1 1
Branco 0 0

Quadro 17: Resultado do 2° exercicio da 22 fichatidelades para casa.

Percebeu-se, pelos resultados, que os alunos emaemdbem a idéia de
combinacdo na resolucdo da letrae através da utilizacdo de diferentes formas de

representacdo conseguiram chegar a resposta correta
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Diante do resultado alcangcado na ledrada possibilidade de trabalhar com a
multiplicacdo das possibilidades e do niumero reftuzie opcdes esperavamos que 0
resultado na letra fosse melhor. As duplas que erraram ndo conseguiesoeber que
a situacdo apresentada no exercicio caracterizeagj@e ndo a combinagcédo. A opcao
Pedro e Paula é diferente de Paula e Pedro pmataede presidente e vice presidente.

O exercicio trés apresentou um grande indice decalle questdes em branco.

Exercicio 3 a B c d E f
Certo 6 0 4 0 0 0
Errado 4 5 5 9 8 8
Incompleto 0 4 0 0 0 0
Branco 4 5 5 5 6 6

Quadro 18: Resultado do 3° exercicio da 22 fichatid@lades para casa.

Podemos perceber neste exercicio a dificuldadeogunos tém de relacionar
conteudos diferentes. Visto que os alunos tinhdandedo figuras semelhantes e figuras
congruentes e, além disto, o livro texto adotada pecola trazia as duas defini¢des,
esperavamos que os alunos tivessem um resultadontsdinor do que o constatado.
Algumas respostas sobre a relagcdo semelhante/@ntgrdioram confusas e outras
totalmente incoerentes, como as respostas dassalunaae Gislaine:

“As figuras semelhantes tem a mesma medida e asueoigs ndo tem a
mesma medida.”

“A diferenca entre as figuras semelhantes e asgooentes é que as
congruentes as retas sdo paralelas e as semelhastetas se encontram.”

Quatro alunos deixaram todas as questfes em brantms simplesmente
colocaram respostas sem qualquer tipo de calculo.
Percebemos que na maior parte dos exercicios, maslizando os ndameros

errados, os alunos souberam trabalhar a idéiaa®celseja através da porcentagem ou
da razéo.
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6.3 Andlise da Sequéncia de Atividades 3

6.3.1 Andlise da BFicha de Atividades em sala

A utilizacdo dos diferentes registros de repreg@ata a relagdo existente entre
analise combinatéria e probabilidade foi trabalhadsta parte da sequéncia. Na

realizacdo da ficha de atividades para sala paatiam 11 grupos (sendo oito duplas e

trés trios).
Exercicio 1 a B c d e
Certo 11 10 6 9 6
Errado 0 1 4 2 2
Incompleto 0 0 0 0 1
Branco 0 0 1 0 2

Quadro 19: Resultado do 1° exercicio da 32 fichatidelades para sala.

O exercicio um trabalha as possibilidades de um gegroleta. Na letra todos
0os alunos acertaram a resposta somente comparandssultados apresentados. Na
letrab, assim como na letieg a resposta era direta com a divisdo do nimerongracio
na letraa (3) pelo total de possibilidades (6).

Na letrac os alunos foram questionados sobre o que repesserdt razao
calculada no item anterior. Alguns grupos que acam escreveram que a razao é a
chance em porcentagem de se calcular as possi@idanquanto outros grupos
escreveram gue significa a chance de se ganharindeb

Na letrad, a razdo e a porcentagem foram as formas maigad#s para se
calcular as chances propostas. Os grupos que raregreesentaram as possibilidades e
nao as chances.

A letra e, na qual os alunos deveriam montar o enunciado deexerciciQ
apresentou um numero maior de erros e de respastasbranco. Atividades
investigativas ndo se encaixam no processo “megacoem o qual os alunos estédo
habituados, o que gera muitas davidas. Uma dasslgidborou o exercicio, mas nao o
resolveu corretamente, caso de resolucdo consal@redmpleta. Dentre 0s grupos que

acertaram, o enunciado mais comum foi:
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Figura 34: Extraida da 32 ficha de atividades (pafa) da dupla 8.

Exercicio 2 A b C
Certo 6 4 2
Errado 4 6 6
Incompleto 1 0 0
Branco 0 1 3

Quadro 20: Resultado do 2° exesdei 32 ficha de atividades para sala.

Neste exercicio a letra propds aos alunos a utilizagdo da arvore das
possibilidades como forma de representar as op§@es.dos onze grupos conseguiram

explorar o registro de representacdo que 0s ajndswutras questoes.
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Figura 35: Extraida da 32 ficha de atividades (pala) da dupla 4.

Os cinco grupos, que ndo acertaram a lettambém ndo conseguiram acertar
as letrad ec.

Como era previsto, a partir das analises prévidasfeos alunos tiveram uma
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dificuldade maior no exercicio trés por exploralé&a de conjuntos.

Exercicio 3 a b o D
Certo 2 6 6 1
Errado 8 5 2 7
Branco 1 0 3 3

Quadro 21: Resultado do 3° exercicio da B&fide atividades para sala.

Neste exercicio a letra apresentou o diagrama, que € um registro de
representacdo mais explorado no 1° ano do ensimtiomeé por isso somente dois
grupos conseguiram chegar a resposta correta. Up®gyque erraram, na sua grande
maioria, confundiram o numero de pessoas que Epaide de nenhum dos conjuntos
com as pessoas que fazem parte da interseccaoidadjuntos.

As letrasb e ¢, como ndo dependiam do diagrama foram resolvidasupo

namero maior de grupos. Exemplo disto é a duplacsapesar de errar a leracertou

as letrad ec.
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Figura 36: Extraida da 32 ficha de atividades (pala) da dupla 5.

Ja a letral, como previsto, apresentou um nimero maior desgpas os alunos
nao diferenciaram “somente esportes” e “esportelsg&m nao souberam extrair os

valores do diagrama (figura 37) definindo a cha/80 ao invés de obter 12/30.
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Figura 37: Extraida da 32 ficha de atividades (pala) da dupla 3.

O exercicio quatro é de extrema importancia pekcdo estabelecida entre a

porcentagem e as chances de um evento acontecer tavmo “probabilidade”.

Exercicio 4 a b
Certo 10 8
Errado 1 1

Incompleto 0 2

Quadro 22: Resultado do 4° exevdiei 32 ficha de atividades para sala.

Dos onze grupos apenas um nao soube trabalhar taimela para representar as
opcOes e assim n&o conseguiu chegar ao valor dastdetrasa e b. Os grupos que
resolveram de forma incompleta apresentaram a pilalzle somente como razéo

2/12. Ja os grupos que acertaram a lateb trabalharam com a probabilidade em

forma de raz&o, decimal e porcentagem, como a @upla
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Figura 38: Extraida da 32 ficha de atividades (pafa) da dupla 2.

O exercicio cinco apresentou um grau de dificuldad®or, pois além de
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trabalhar com algumas variacdes de probabilidaded{cional e eventos simultaneos)
os alunos precisavam justificar suas respostas.

Exercicio 5 a b c d
Certo 10 2 1 1
Errado 0 6 5 7
Branco 1 3 5 3

Quadro 23: Resultado do 5° exercicio da 32 fichatidelades para sala.

Neste exercicio as alternativas que ndo foramfigesdias foram consideradas
em branco e as que estavam certas, mas com &aistd errada, foram consideradas
erradas. Os erros foram além do esperado nestei@mesendo que o lancamento de
mais de um dado gerou divida nos alunos e porpisszisou ser bem trabalhado em
sala de aula na hora da discussao dos exercicmsalUhos, mesmo 0s que nao

acertaram, utilizaram a multiplicacdo das possiades para calcular as possibilidades.

6.3.2 Andlise da BFicha de Atividades para casa

A atividade era composta por cinco exercicioseatalunos da sala apenas 15
alunos entregaram a atividade. Destes 15 alunogmfuegaram é perceptivel que uma
boa parte copiou as respostas, pois 0s errospaceras questdes em branco sédo as
mesmas. Os alunos aparentemente ndo se preocupamamsta Ultima atividade para

casa, entregando as respostas desorganizadasmasalgezes ilegiveis.

Exercicio 1 A b C
Certo 5 4 5
Errado 6 10 9
Incompleto 2 0 0
Branco 2 1 1

Quadro 24: Resultado do 1° exercicio da 32 fichatid@lades para casa.

Na letraa grande parte dos alunos tentou montar a arvoposibilidades para

calcular as possibilidades de duplas, mas esqueesrague na dupla a ordem das
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pessoas nao importa e assim calcularam a respostaeta. Como as letrdse ¢ sdo
probabilidades relacionadas coma letientédo se justifica o nimero de erros. Apesar de
errarem o resultado os alunos associaram a idépad@bilidade a divisdo do que se
deseja pelo total de possibilidades. Uma dificubdgde os alunos encontraram neste
exercicio € o fato de que os nomes dos filhos p&mnf citados. Alguns trabalharam

com notacgdes que eles criaram como H1, H2, H3, M2 etilizada por Barbara.
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Figura 39: Extraida da 32 ficha de atividades (pasa) da aluna Barbara.

O exercicio 2 trabalha com os alunos que fazenoalgsespanhol e de Inglés.
Como um exercicio similar foi feito em sala, espandos que os alunos utilizassem o

diagrama como meio para separar as informacdese@a&p aconteceu.

Exercicio 2 A b C
Certo 4 8 8
Errado 8 3 4
Incompleto 0 0 0
Branco 2 3 2

Quadro 25: Resultado do 2° exercicio da 32 fichatid@lades para casa.

Um grande numero de alunos apresentou a mesmastegpera as trés letras.
Nenhum dos alunos utilizou o diagrama e o0s queaeen trabalharam com o calculo
da probabilidade através de uma regra de trés. Qauemos ver na figura 40, muitos

alunos apresentaram respostas sem nenhum tipécdéoa@u totalmente sem sentido.
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Figura 40: Extraida da 32 ficha de atividades (paga) do aluno Guilherme.

Assim como no exercicio anterior 0 exercicio ty@esentou um grande numero

de respostas iguais, incluindo repostas sem sentigoe nos leva pensar que houve
copia.

Exercicio 3 A b C
Certo 5 2 0
Errado 6 8 3
Incompleto 0 0 0
Branco 3 4 11

Quadro 26: Resultado do 3° exercicio da 32 fichatidelades para casa.

Seis alunos apresentaram a mesma resposta nas deta (incorreta) e
deixaram em branco a lettaOs alunos que acertaram trabalharam com a razéoamt
possibilidades favoraveis e o numero total de apcde

Dos cinco alunos que acertaram a leratrés erraram a letrd, pois
consideraram valete, dama e rei como cartas maguest e assim apresentaram a
resposta 7/13 ao invés de 4/13. Estes cinco alleimaram a letra em branco.

Os alunos destacaram dois motivos para justifaraanha dificuldade na letca
sendo primeiro, o fato de que foram retiradas doagas e ndo uma. Vimos
anteriormente no exercicio do lancamento dos dapes a mesma dificuldade é
apresentada. O segundo motivo é relacionado aempaesio da unido de dois eventos e

a percepcao de que algumas cartas de copas taribdiglsas.
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Exercicio 4 a b c d
Certo 9 8 8 0
Errado 0 5 5 8
Incompleto 5 0 0 0
Branco 0 1 1 5
Quadro 27: Resultado do 4° exercicio da 32 fichatid@lades para casa.

No exercicio quatro, referente ao lancamento dedameos alunos séo

induzidos a utilizar, na letraa, a arvore das possibilidades para visualizar as
possibilidades como o aluno Rafael:

v

Figura 41: Extraida da 32 ficha de atividades (pasa) do aluno Rafael.
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Os alunos que acertaram a lefrautilizaram as possibilidades expressas na

arvore de possibilidades para calcular as prolooiés pedidas nas letdase c. Ja a

letra d nenhum dos alunos conseguiu, pois como foi meadimranteriormente 0s

alunos tém dificuldade em trabalhar com eventosilsimeos.

No exercicio numero cinco tivemos cinco alunos gée resolveram nenhum

dos itens propostos.

Exercicio 5 A b C
Certo 4 0
Errado 5 9 4
Branco 5 5 10
Quadro 28: Resultado do 5° exercicio da 32 fichatidelades para casa.
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Esperava-se que na leadodos os alunos acertassem, pois multiplos ddrd en
1 e 8 sdao somente dois e facilmente identificAvBistém as respostas iguais,
desorganizadas e sem sentido indicam que os afizeoam a atividade sem nenhuma
preocupacao.

Os alunos que acertaram a larapresentaram dois erros comuns na letr@
primeiro € que consideraram a opcdo das duas Iselesn iguais a seis, mas se
esqueceram que cada numero s6 aparece em um®isagundo erro foi calcular em 8
0 espaco amostral e se esquecer que se tratarddaeate duas bolas. Assim como no
exercicio dos dados, das moedas, das cartas e @apitaolas (letras b e c) os alunos
apresentaram uma grande dificuldade para trabetimreventos simultaneos e por isso

dedicamos um tempo da aula no qual discutimosséds&cao.

6.4 Andlise da Sequéncia de Atividades 4

6.4.1 Andlise da 4Ficha de Atividades em sala

A ultima atividade em grupo aplicada em sala quecegu a sistematizacdo das
idéias até entdo trabalhadas (Principio multigiicatArranjo, Permutagcédo, combinacgéo
e probabilidade) foi aplicada para um numero del@Bos distribuidos em onze duplas
e um trio. A primeira parte desta atividade, conggsor seis exercicios, estava

relacionada com o principio fundamental da contaggrarmutacao.

12 Parte 1 2 3 4 5 6a 6b
Certo 6 11 12 9 10 12 12
Errado 6 1 0 0 1 0 0
Branco 0 0 0 3 1 0 0

Quadro 29: Resultado do 12 Parte da 42 ficha dielaties para sala.

O exercicio numero um pedia que 0s alunos enumecgssOoMm suas palavras, 0
principio fundamental da contagem. Alguns grupogiazam uma frase que é
apresentada no texto e por isso as respostas fowasideradas erradas, porém seis
grupos apresentaram a idéia da multiplicacdo dasilfbdades como resposta. Um

destes grupos € o trio formado por Gislaine, Miga®latalia:
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Figura 42: Extraida da 12 parte da 42 ficha dedaiiles do trio Gislaine, Miqueli e Natalia.

O exercicio dois explorou a construcao do enuncaelom exercicio frente a
uma resposta dada (4 x 3 x 2). Esta situacdo foidalda anteriormente, porém o
resultado, agora, apresenta um maior numero deéoaceelos alunos como pode ser
observado no quadro 29. Diferentes enunciados fam@sentados como formacao de
senhas (figura 43); escolha de roupa; escolhaekidante, vice e do tesoureiro de uma
empresa e outros. A Unica dupla que errou apresemoexercicio de combinacao de 4

termos tomados trés a trés ao invés de arranjo.
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Figura 43: Extraida da 12 parte da 42 ficha dédatikes da dupla 3.

Os exercicios 3 e 4 trabalharam, respectivamentdesenvolvimento e a
percepcdo da férmula de permutacao.

O exercicio nimero cinco, assim como o0 exercicie,demanda a elaboracéo
do enunciado para um exercicio cuja resposta folsdeois tipos de exercicios foram
encontrados: exercicios que exploram o calculo @oeno de anagramas e o calculo
das possibilidades de se montar um numero de cahgarismos distintos como

podemos ver nas figuras 44 e 45, respectivamente:
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Figura 44: Extraida da 12 parte da 42 ficha dedaiiles da dupla 2.

s O OUPROr > P e L8 moChen ce G- (CSEPEEEVY
TOURMA? Fogo mamn waouen O o n lidcsles .

e 130 ooorom~os

Figura 45: Extraida da 12 parte da 42 ficha dedaiiles da dupla 5.

O exercicio seis foi feito sem problemas e as egd&s envolvendo permutacao
foram calculadas corretamente por todos 0s grupos.
A segunda parte desta atividade era composta dm cixercicios e foi

adequadamente desenvolvida pelos grupos.

22 Parte 1 2 3 4a 4b 4c 5a 5b
Certo 12 12 10 6 12 11 9 9
Errado 0 0 0 0 0 1 3 2
Incompleto 0 0 1 6 0 0 0 0
Branco 0 0 1 0 0 0 0 1

Quadro 30: Resultado do 22 Parte da 42 ficha dielaties para sala.

Neste quadro foi acrescentada a classificacéo fipieto”, pois o exercicio
namero quatro, na letra, pedia que além de efetuar o calculo o aluno joatife a
resposta. Alguns alunos efetuaram o calculo e oatficaram a resposta sendo a
resolucdo considerada incompleta.

Nos exercicios 1 e 2 foram abordados, respectivianarranjo e combinacéo de
cinco termos tomados dois a dois. Os alunos utiliraas idéias desenvolvidas
anteriormente resolveram, sem férmulas, os doisc#ies através da multiplicacdo das

possibilidades como a dupla 7:
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Figura 46: Extraida da 22 parte da 42 ficha dédatikes da dupla 7.

O exercicio trés, da mesma forma que os exerciciog dois, apresentou uma
Unica situagdo que os alunos resolveram tantogredmjo como pela combinacdo. Dos
grupos gue acertaram destacamos a resposta dortmiado por Gislaine e Miqueli e
Natdlia que resolveu utilizando as férmula, de jorae combinacdo, que foram

desenvolvidas nos exercicios 4 e 5.
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Figura 47: Extraida da 22 parte da 42 ficha dedaiiles do trio Gislaine, Miqueli e Natalia.

O exercicio numero quatro explorou o célculo dargor por meio da formula.
Na letraa, a formula, apresentada, expressa o arranjo de téngws tomados dois a
dois. Os alunos desenvolveram a conta verificanplstdicando a resposta através da
multiplicacéo das possibilidades.

Na letrab foi calculado o arranjo de cinco termos tomadés & trés e na leta
explorou-se a generalizacdo desta formula na cqualunos apresentaram a expressao

referente a um namerode termos organizadpsap.
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Figura 48: Extraida da 22 parte da 42 ficha dedaiiles da dupla 4.

O exercicio niumero cinco conduziu os alunos, comoexercicio quatro, a
encontrarem a formula de combinacdo. No geral ogagr resolveram o exercicio e 0s
erros foram relacionados a troca de numeros e atigmubdo da expressdo de
combinacédo pela expresséo do arranjo.

A terceira parte desta atividade trabalhou a phitidade em trés exercicios nos
quais sdo apresentados termos como espacgo ammgirababilidade condicional. O

quadro abaixo apresenta os resultados encontrados.

32 Parte 1 2a 2a 2a 2b 3a 3b 3c
1%parte | 228parte | 32parte

Certo 10 10 7 6 4 3 2 1

Errado 1 2 2 6 6 9 0 2

Incompleto 0 0 3 0 1 0 6 6

Branco 1 0 0 0 1 0 4 3

Quadro 31: Resultado do 32 Parte da 42 ficha dielaties para sala.

O exercicio numero 1 apresentou um grande indiccdeo, pois os alunos ja
estavam trabalhando com a probabilidade e naoativatificuldades para escrevé-la
como a divisdo entre o numero de possibilidadesj@esis e o total de possibilidades.

O numero dois, letra, apresentou um grupo formado por quatro homensae um
mulher dos quais fossem calculados: 1°- o nUmerugkas possiveis; 2°- o nimero de
duplas de pessoas do mesmo sexo; 3° - a probaleilida escolher uma dupla de
pessoas do mesmo sexo. A 12 parte ndo foi condaldrticil, pois os alunos utilizaram
os diferentes registros explorados nos exerciciomoc representacdo figural,
multiplicagéo das opg¢bes (com divisdo, pois s tdat uma combinagéo) e escrita das
opcoes.

Na segunda parte, na qual foram calculadas as dugapessoas do mesmo

sexo, alguns grupos trabalharam com a escrita g@gdes deixando a resposta
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incompleta. Seis grupos utilizaram o resultadoteim ianterior para perceber no total de
duplas aquelas que apresentavam as pessoas do rsexmae consequentemente
calcular a razdo entre os valores encontradosreprasentar a probabilidade.

Dos grupos que erraram a terceira parte dois adlim o calculo de arranjo no
lugar da combinagcédo e 0s outros acabaram erramgonal conta em um dos itens
anteriores.

Na letra b alguns grupos que trabalharam com a escrita dg8espnao
conseguiram calcular todas as possibilidades ds, tdutros utilizaram o calculo de
arranjo e outros ndao entenderam o exercicio apasdm respostas sem sentido. Como
nas letras anteriores os diferentes registros farilimados, porém nédo conseguiram o
mesmo indice de acerto.

No exercicio numero trés, leteg as duplas que acertaram trabalharam com a
multiplicagéo das possibilidades e os grupos gragan calcularam a probabilidade de
retirada de um cartdo ao invés de dois.

A letra b, que envolvia o calculo da probabilidade condicidiealprejudicada
por depender do resultado da lear®s grupos que ndo conseguiram calcular as op¢coes
totais na letraa ndo conseguiram acertar a resposta, porém seigsdgstipos
apresentaram as possibilidades corretas de acordoas condi¢cdes apresentadas no
exercicio, mas no calculo da probabilidade comparacom o numero de cartdes
(4/12), sendo as respostas consideradas incompletas

Na letrac os alunos deveriam montar um exercicio relacior@mo os cartdes
explorando a probabilidade condicional. Dos nouggs que resolveram o item, dois
apresentaram exercicios que ndo faziam sentido @eomis elaboraram exercicios
similares ao anterior. Porém seis destes sete gmgm resolveram o exercicio por eles
proposto (pelo mesmo motivo da letra anterior),deem resolucdo considerada
incompleta como a dupla 8 cujo enunciado apresentad” Queremos calcular a
probabilidade que a soma de dois cartdes retirddasrna seja menor que 12, sendo
que o primeiro cartdo retirado seja de numero @l Qwalor da probabilidade pedida?”

A resposta apresentada pela dupla foi:
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Figura 49: Extraida da 32 parte da 42 ficha dédatiles da dupla 8.

6. 5 Avaliacdo do trabalho desenvolvido

6. 5. 1A avaliagao individual

Depois de aplicadas e discutidas as quatro se@sedei atividades os alunos
realizaram uma prova individual. Essa prova inte@m sistema de avaliagéo da escola
e 0 numero de questbes era definido pela propsiguicdo, assim como o valor da
prova.

A prova foi composta por oito questdes sendo tiésudsivas e cinco de
multipla escolha. Dos vinte e cinco alunos da apknas um néo fez a prova. O Gréfico

1 ilustra as notas obtidas.
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Grafico 1: grafico das notas dosak#hos
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W 71% Acima da média

W 29% Abaixo da média

Grafico 2: grafico da média dasas dos 24 alunos

Os resultados foram considerados satisfatorios,wanaue a grande maioria da
sala conseguiu compreender a diferenca entre areargombinacdo e as diferentes
formas de calcular as possibilidades através deeedtes registros de representacao.

A analise da prova foi feita observando-se a pedemlos diferentes tipos de
exercicios de contagem (permutacdo, arranjo e c@ndd), a sua ligacdo com os
exercicios de probabilidade e a utilizacdo dosrelifies registros de representacdo
como forma de determinar as possibilidades de écoia de um evento.

A questdo um explorou o lancamento de dois dadoslsineamente. Este tipo
de guestdo apresentou um grande indice de erratinakades aplicadas em sala e por
isso os alunos foram conduzidos a utilizacao de talnela, preenchida de forma correta
por todos os alunos, como forma de visualizar asipidades. Na letrh, os alunos
utilizaram a tabela da letra e calcularam as possibilidades da intersecao de do
eventos (maior que 4 e cor verde). Porém algumoaloonfundiram a intersecdo com a
unido e ndo conseguiram chegar a resposta correta.

Na letrac muitos alunos ndo conseguiram calcular a proloieé pedida (n°
impar ou a cor branca). Alguns calcularam as pribbatles separadas, impar 18/36 e
branca 6/36, porém ndo perceberam que algumas E@esnquadram nas duas
condicdes (l-branca € contado nos impares e tamfm@ncor branca) outros
apresentaram numeros bem diferentes da resposta @enhuma justificativa. Nesta
guestdo, mesmo com a utilizacdo da tabela, alglum®sa utilizaram outros registros
como a representacao figural e a multiplicacaoadsipilidades.

A guestdo dois foi a que apresentou o maior gradiftildade dentre as oito
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questdes propostas. Os alunos que a acertaranthtraya com a escrita das opcgdes
(Marcos e Bruna - Pedro e Luiza, Marcos e Brunad@ Pedro,...). Dezesseis alunos
erraram a questdo, pois calcularam as oito poskitiés de duplas formadas por um

homem e uma mulher ocupando duas poltronas, cahma Gabriela F.:
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Figura 50: Extraida da prova da aluna Gabrila F.

Todos os alunos que montaram as duplas esquecerdmpsnta-las duas a duas
sendo que cada dupla poderia ser combinada comasodtias ( M-B com P-L e M-B
com L-P) sendo assim 8 x 2 = 16 possibilidades.

Na questéo trés, foram exploradas as diferentedespe roupa que uma pessoa
tem para usar. Nesta questao os alunos tinham sogestdo a arvore de possibilidades
para visualizar as opg0es e perceber quais as ®pefevantes para a questdo. Dos
vinte e quatro alunos, dezoito acertaram a questin sua grande maioria utilizaram a
arvore das possibilidades, como na figura 51, ca@litbu a visualizacdo das

possibilidades e das alternativas relevantes pquastao.
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Figura 51: Extraida da prova da aluna Gislaine.

Alguns alunos se esqueceram de retirar as opc¢@edidas e colocaram a
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resposta 16.

A questdo quatro explorou a permutacdo de cincmexlos ao calcular os
anagramas possiveis da palavra MUNDO. Vinte e dhisos acertaram a resposta
multiplicando as possibilidades. Alguns alunos aldenmultiplicar as possibilidades
associaram o calculo ao simbolo de permutacadopedd nas atividades em sala como

a aluna Fernanda:

Figura 52: Extraida da prova da aluna Fernanda.

A questao cinco trabalhou o célculo das possildidade um evento na letrae
o calculo de uma probabilidade, na letra associado ao resultado encontrado
anteriormente. Na letradezoito alunos conseguiram calcular o numero tadpcdes
utilizando dois tipos de representacéo: arvorepdasibilidades e a escrita das op¢des
Apenas o aluno Rafael explorou a multiplicacdo piassibilidades associada a

escrita das opcgoes:

Figura 53: Extraida da prova do aluno Rafael.

Como na letraa era necessario escrever todas as op¢des, 0s alsamm a
propria representacdo para calcular a probabilidiedietrab. Assim todos os alunos
que acertaram a leteetambém acertaram a letra

A guestdo seis apresentou uma situacdo que umadogalgados oferece trés
tipos de salgados que devem ser recheados conparddirecheio, escolhido entre as

quatro opc¢des disponiveis. Nesta questdo os almaoketraa, deveriam montar uma
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arvore de possibilidades para determinar todape®es e na letra calcular as opgbes
dadas algumas condi¢cbes. Apenas dois alunos né@arace, pois deixaram a questao
em branco. Os outros vinte dois alunos nao tivatdiculdade e como a aluna Gabriela

acertaram a resposta:
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Figura 54: Extraida da prova da aluna Gabriela.

A questao sete explorou o célculo da combina¢&eideelementos tomados trés
a trés. Neste exercicio quinze alunos acertararasposta correta apresentando o
calculo através de trés diferentes tipos de reptas@&o: formula da combinacéao (figura
55, multiplicacdo das possibilidades acompanhadalidado e pela representacéo

figural:

Figura 55: Extraida da prova do aluno Nicolas.

Dos nove alunos que erraram, oito apresentaram cespnsta o calculo do
arranjo esquecendo que a ordem dos termos, nesst&qunao faz diferenca (carne e
palmito = palmito e carne).

A oitava questdo explorou a formacdo de numerogetkfone. Dos oito
algarismos que formam o numero quatro ja foramleslas (3826) faltando escolher
0s outros quatro. Uma vez definido que o numereii@\ser formado por algarismos
distintos a questdo trabalhou o arranjo dos sg@ariamos tomados quatro a quatro.
Vinte dois alunos utilizaram a multiplicacdo das$bilidades para resolver a questao
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sendo que sete alunos erraram porque nao considecazero como algarismo possivel
e assim trabalharam com os outros cinco algarisfiigsra 56). Os outros quinze

alunos resolveram a questao corretamente, conguaafb7:
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Figura 56: Extraida da prova da aluna Natalia.
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Figura 57: Extraida da prova da aluna Gislaine.

6. 5. 2 O questionario

Os alunos responderam duas questbes, sem se igdeatii, que objetivaram
uma avaliacdo do trabalho desenvolvido.

A primeira pergunta indagou acerca da atividade dgspertou mais a atencao
de cada aluno e a segunda questao solicitou gessém algum comentario sobre o
trabalho desenvolvido no estudo de Anélise Combireat

Grande parte dos alunos achou mais interessarsieidoeda probabilidade, pois
segundo eles € um contetdo mais util em nosso-dia-eomo afirma um dos alunos
envolvidos na pesquisdO que mais chamou minha atencéo foi probabilidapeis
usamos muito em nosso dia a dia e com esses essrpade facilitar a compreenséo
de situaces em nosso dia a dia”

Os alunos que acharam mais interessante os exasrcieianalise combinatoria
justificaram falando sobre as diferentes formased®lucdo e sobre a exploracdo do

raciocinio combinat6rio'Nao sao exercicios complicados de resolver mais) €xige

* Frase extraida do questionario aplicado aos alumogual eles foram orientados a néo se identifina
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mais o raciocinio®. Como ja haviam destacado Polya (1995), Ernest (18698onte
(2003).

Esta dificuldade de romper com uma forma de ensguticional, centrada na
reproducdo mecanica de procedimento, € manifestaddificuldade que os alunos
apresentam ao se depararem com exercicios quevenvoiterpretacéo e que fogem da
rotina (explicacdo — exemplo — repeticdo) comogdid sido apontado por Batanero,
Godino e Navarro-Pelayo (1996), Roa e Batanero (@0 Roa e Navarro-Pelayo
(2001). A aluna Barbara ao receber a folha da pranparte da atividade fez o seguinte
comentario: Nossa, é exercicio de raciocihioO “raciocinio” mencionado pela aluna
ndo estava ligado as diferentes formas de se \¥solv a necessidade de perceber a
diferenca entre arranjo e combinacdo, mas sim amples fato de ter que ler e
interpretar os problemas para depois calcular céquedido. Exemplo disto € a resposta
de um dos alunos apresentada no questionajmesar de ndo gostar muito porque tem
que analisar e pensar mais, gostei e achei um itaptge conhecimentd. Para os
alunos é mais comum o professor ensinar como seai@que eles possam reproduzir
0 mesmo procedimento tornando dificil tudo aquue fpge desta rotina.

Em contrapartida a este ensino tradicional, ceatnaal repeticdo, os alunos
perceberam a abordagem diferenciada adotada no lond@tu ensino como foi
mencionado por um dos aluno®ds aprendemos primeiro a resolver por tentativas,
para depois fazermos pela férmula e isso foi irgsaate, pois foi diferente”

Outro aluno relatou a importancia da abordagenriméb dada aos exercicios de
andlise combinatdria antecedendo a sistematizagéo abnceitos facilitando a
compreensao dos exercicié® uso da formula foi a Gltima coisa a ser realizad o
normal € a formula vir primeiro. [...] realizar aatividade sem formula facilita os
exercicios®.

Esta abordagem informal através da utilizacdo diferedites registros de
representacdo como forma de perceber as diferesxiatentes nos exercicios de
contagem antecedendo a sistematizacdo das idéiasalkalho com as formulas é uma
forma de valorizar o proprio aluno e toda sua bagegeognitiva. Isto produz

significado para ele, o que geralmente ndo acomaceproducdo de procedimentos de

°Frase extraida do questionario aplicado aos alumogual eles foram orientados a néo se identéfioar
6 -
Ibid.
’ Ibid
® Ibid.
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forma mecanica. As férmulasmalucas e de dificil compreengdocomo foi
mencionado por um aluno devem ser estudadas, nosagat&m assumir um lugar de
destaque como se o entendimento do contetdo réssévmportancia.

Podemos perceber que, mesmo diante das dificuldasess alunos sinalizaram
no questionario e que podem ser percebidas naugdsobos exercicios, as atividades
foram consideradas “interessantes” e conseguiraar taom que os alunos aprendessem
0 conteudo Achei muito bom e me interessei pela matéria. Agle®na prova vou me
sair bem™®.

A evolucdo do aprendizado foi gradativa e percelseme a medida que os
alunos iam se envolvendo, cada vez mais consedidamcom os diferentes registros
de representacdo e as diferencas exploradas noscgx® de contagem. Dificuldades
que foram sinalizadas nas fichas de atividade, carmpmbabilidade de interseccédo de
dois eventos, foram superadas com a utilizacdoedestros de representacdo que
facilitavam a visualizacdo das opcdes. Exemploodist a utilizacdo da tabela na
questdo um da prova que teve um indice de aceptrisu aos encontrados nas fichas
de exercicios.

Consideramos que a forma com a qual os alunosvedveram nas atividades e
0os resultados que foram alcangcados sado indicat®sque a valorizagdo do
conhecimento prévio dos alunos bem como a explordeatividades que desenvolvam

0 espirito investigativo séo eficientes no processino aprendizagem.

9 .
Ibid.
% rase extraida do questionario aplicado aos alumogual eles foram orientados a néo se identéfivar
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Na presente pesquisa procuramos destacar a impartda trabalho com os
diferentes registros de representacdo semioticaas sansformacdes no estudo do
conteudo de analise combinatéria. Também foi nosbjetivo apontar para a
possibilidade do desenvolvimento dos conceitoscbasde analise combinatéria e
probabilidade, através de um modulo de ensino gesgdo em um conjunto de aulas,
cuja metodologia se apoiou nos métodos de inqoirica

Para a elaboracéo deste médulo de ensino se fegs@im um estudo do tipo de
materiais didaticos que o professor dispde pabkalinar o pensamento combinatorio no
ensino fundamental. Diante da analise de quatrec¢des de livros didaticos
percebemos que o conteudo é tratado, no ensinarueraal, geralmente vinculado a
outros conteudos, o que pode limitar a sua abondage

Percebemos que nos livros do 6° ano do ensino fuekal o pensamento
combinatorio é associado ao conteudo de multidica®s livros apresentam trés idéias
fundamentais de multiplicacdo: adicdo de parcelgisais, proporcionalidade e
combinagédo de possibilidades. Sendo assm trabalhar a combinagéo os livros
apresentam a multiplicacao de possibilidades camod de se calcular as respostas em
alguns exercicios de contagem. E, quando novancetgima é abordado no livro do 9°
ano do ensino fundamental, vem associado ao cangighrobabilidade, e os calculos
de possibilidades servem como instrumental pareulzal as probabilidades de um
evento acontecer. Assim, € possivel afirmar que fa&b de o objetivo dos livros nao
ser a exploracédo da andlise combinatdria por si stas como ferramenta para outros
calculos - este conteudo acaba sendo visto de feuperficial, ndo sendo explorado,
portanto, seus conceitos basicos, tais como pegéuitarranjo e combinacgao.

A necessidade de uma abordagem mais ampla do pemsagombinatdrio no
ensino fundamental ja foi evidenciada em uma s#igesquisas e documentos, aos
quais procuramos recorrer para dar embasamenteadebem como para justificar a
relevancia de nosso trabalho.

Nos PCNs (BRASIL,1998) séo destacados dentre etiwtg a necessidade de
trabalhar com problemas de contagem que possamr ‘Gealuno a lidar com situacoes
que envolvam diferentes tipos de agrupamentos gsslplitem o desenvolvimento do
raciocinio combinatério.”

Pesquisadores como Batanero, Godino e Navarro-®€1896); Roa e Batanero
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(2001); Roa e Navarro-Pelayo (2001) afirmam quelibsuldades encontradas pelos
alunos no ensino basico sao refletidas nos alua@nsgino superior, 0 que evidencia a
importancia do desenvolvimento destes conceitaaaias series iniciais.

Estudos como o de Esteves (2001) e Costa (2003semam resultados
positivos, e estimulam o desenvolvimento da analisenbinatéria no ensino
fundamental através da abordagem dos seus cond#fisos como permutacao,
arranjo e combinacao.

Diante da analise dos livros didaticos e das peagqurelacionadas com o
pensamento cominatério procuramos meios para rdsp@npergunta norteadora desta
pesquisa, qual sejQuais as estratégias de ensino-aprendizagem quenpodabilizar
uma introducdo dos conceitos basicos de analisebowtoria e probabilidade no
ensino fundamentalRossa resposta a questdo se configurou a partitildacéo de
quatro estratégias que proporcionassem aos aludesemnvolvimento do pensamento
combinatério.

A primeira estratégia adotada foi a escolha da rmayéa didatica como
metodologia que sustentou toda esta pesquisa.radises preliminares até a aplicacao
e comparagdo de resultados, as fases da engentamld@ica orientaram o
desenvolvimento deste trabalho, o que nos pogsibiliefinir e melhor organizar as
tarefas.

A segunda estratégia consistiu no desenvolvimeatard trabalho intuitivo na
apresentacdo do contetudo de andlise combinatésaal@hos, através da busca de
padrdes para resolver as situacfes propostas,vidseiam meétodos que favoreceram
a percepcao das diferencas existentes nos exarcigioontagem e, consequentemente,
elaboraram diferentes estratégias para calcularessltados sem a utilizacdo das
formulas.

Podemos notar que o0s resultados apresentados, @éravidenciarem a
participacdo dos alunos na constru¢do do seu préprihecimento, & medida que estes
procuravam meios para resolver os exercicios, tantdséxou claro o envolvimento dos
alunos com a atividade proposta. O favorecimentopdecepcdo do aluno, em
contrapartida, ao trabalho exaustivo com o algarittaspertou nos mesmos um maior
interesse, como bem relatou um dos alunos envawidopesquisdO uso da formula
foi a Ultima coisa a ser realizada e o normal &aenrfula vir primeiro. [...] realizar as
atividade sem formula facilita os exercicios”.

Tendo por base a teoria de Duval (2003, 2009), endesceira estratégia
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consistiu em explorar os diferentes registros geesentacdo e suas transformacoes,
Nosso objetivo foi que os alunos atribuissem Sigauifo aos objetos matematicos
estudados e, por conseguinte, facilitar a compésedss conceitos basicos da analise
combinatodria. Constatamos que a medida que os sk apresentados aos diferentes
registros de representacdo e sdo induzidos aédlilsz eles conseguem perceber melhor
as diferentes possibilidades nos calculos de anébtismbinatdria, bem como discernir
sobre a importancia ou ndo da ordem dos termos.

A medida que os alunos resolviam as sequénciativigages propostas, foram
se habituando a trabalhar com os diferentes regigtrcom suas transformacdes, uma
vez que um registro se mostrava mais interessantgiel outro. Pudemos observar que
alguns alunos, além de utilizarem o0s registros @stgs - como arvore de
possibilidades, tabelas, diagramas e outrostambém criavam suas proprias
representacdes, misturando registros distintosmeaf a facilitar o entendimento.

A terceira estratégia empreendida nesta pesquis@eeassociada a forma como
foi elaborado e aplicado o modulo de ensino. Diatdenecessidade de explorar o
trabalho intuitivo e valorizar os diferentes regist de representacdo, o médulo de
ensino aconteceu através de sequéncias de atisidaeeprivilegiaram o trabalho com
0s meétodos de inquiricdo desenvolvidos dentro da aola investigativa, tal como
proposto por Polya (1995), Ernest (1996) e Por@63p

Assim, depois de concluido o trabalho é possivehaf que a “liberdade” dada
aos alunos no processo de resolucdo das situagii@sstas, associada aos métodos de
inquiricdo favoreceu o desenvolvimento de uma deitreflexiva. J& que a necessidade
de analisar as situacdes, criar hipoteses, tessaitados, questionar, ser questionado,
dentre outros mudaram o foco da aulapdafessompara oaluna

Outro ponto que ndo podemos deixar de mencionaasesnsideracdes finais
refere-se a0 momento reservado para a socializdedoidéias. Pois, durante as
discussbes que foram propiciadas pelas diferem@sat de resolucéo apresentadas
pelos alunos, e também pelas duvidas que surgicadesenvolvimento dos exercicios,
percebemos a evolucdo dos discentes na forma dem@messar matematicamente.
Assim, as oportunidades de questionar e ser questio desenvolvidas na socializagéo,
levou os alunos a refletirem sobre sua forma deolves os exercicios e,
consequentemente, favoreceu a aprendizagem daldonte

Com esta dissertacdo, portanto, respondemos algguessdes, podemos dizer

gue aquelas que nos inquietavam de maneira maiseptj jA que nos sao impostos
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limites de tempo, limites profissionais, entre oatrChegamos a uma conclusdo, mas
temos consciéncia de que existem muitas outrastaEpa serem dadas para a tematica
com a qual trabalhamos e que o0 modulo de ensiboreldo pode ser aperfeicoado.

Talvez a incompletude seja uma das caracteristicas interessantes do
conhecimento, ja que o torna infinito, havendo senpossibilidade de ir além. E, pois,
desta perspectiva que entendemos que este trabbheopossibilidades para novas
pesquisas, e ousamos até mesmo sugerir aqueladeapigae nos foram suscitadas no
decorrer do arduo exercicio de escrita da dissetagiais sejam:

* O estudo intuitivo em andlise combinatodria podedesenvolvido no ensino médio?
*As dificuldades encontradas pelos alunos do endimalamental, em relacdo aos
conceitos basicos da analise combinatoria, sdceamas dos alunos do ensino médio?
*Qual o tipo mais comum de erro encontrado pelasad do ensino fundamental no
trabalho com os conceitos basicos de andlise caidria?

* O mbdulo de ensino para introducdo do pensamemitbinatorio pode ser ampliado
e desenvolvido com alunos do ensino médio?

E, de um ponto de vista mais particular, devo exéde que o desenvolvimento
deste trabalho consistiu em uma etapa importanteilea vida profissional, ja que me
levou a refletir sobre a pratica docente de foremalg E, apesar das dificuldades — que
sdo comuns - enfrentadas no decorrer da pesquiatrabalho me proporcionou a
compreensao de que, como professor, preciso éstdoa capacidade criativa de meus
alunos, valorizando sempre o conhecimento que pogsbem como a importancia do
papel participativo dos mesmos na constru¢cao dbezmmento.

Ao finalizar esta pesquisa quero destacar, portantrescente necessidade de
estarmos atentos as pesquisas desenvolvidas no cashgacional, uma vez que as
mesmas possibilitam incorporar novas metodolograpensando a nossa pratica
docente. E, somente assim, poderemos atuar de fari@aorecer o processo ensino-
aprendizagem dos diversos conteidos matematicosiavendo o desenvolvimento da
capacidade reflexiva dos alunos e, consequentenaojgorcionando-lhes a utilizacao

desta atitude reflexiva para o exercicio de suadeidia.
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