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RESUMO

Essa dissertagao tem como objetivo apresentar os resultados de uma pesquisa, cuja
proposta foi organizar uma sequéncia de atividades didaticas para o estudo de
Integral Definida, explorando conteudos e estratégias de aprendizagem. Aplicou-se
essa sequéncia a um grupo voluntario de estudantes de engenharia da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral, em um Centro Universitario de Belo Horizonte.
Objetivou-se acompanhar e observar a participacdo dos estudantes no
desenvolvimento das atividades, organizadas conforme a teoria da Pratica Educativa
de Zabala (1998), com o apoio de calculadora e de dois softwares computacionais, 0
GeoGebra e o VCN. A pesquisa procurou indagar como o estudo de Integral
Definida, intencionalmente preparado para trabalhar conceitos, significados e
procedimentos de calculo, é vivenciado por um grupo de estudantes de uma escola
particular de engenharia. Tratou-se, para tanto, de uma Pesquisa-A¢ao, sendo
propostas oito atividades didaticas envolvendo aproximagdes finitas, somatorio,
Limite de somas finitas, Teorema Fundamental do Calculo, Limite de somas
concebido como uma Integral Definida e aplicacbes geométricas. O tratamento dos
dados coletados foi feito a partir da andlise dos acertos e equivocos dos estudantes
em paralelo com as categorias das teorias assumidas na pesquisa. A analise
qualitativa dos resultados evidenciou a superacao de dificuldades, a evolucdo do
conhecimento e de habilidades dos estudantes no desenvolvimento das atividades,
0S guais se mostraram mais independentes e confiantes. O produto dessa pesquisa
constituiu-se, portanto, de um Caderno de Atividades, disponibilizado como
contribuicdo para um estudo complementar da Integral Definida.

Palavras-chave: Integral Definida. Calculo Diferencial e Integral. Conteddos de

Ensino. Estratégias de aprendizagem. Sequéncia Didatica.



ABSTRACT

This thesis aims to present the results of a survey, whose purpose was to organize a
series of educational activities for the study of Definite Integral, exploring content and
learning strategies. This sequence was applied to a volunteer group of engineering
students of the discipline of Differential and Integral Calculus, in a University Center
of Belo Horizonte. The objective was to monitor and observe student participation in
the development of activities, organized according to the theory of Educational
Practice of Zabala (1998), with the support of calculator and two computer software,
GeoGebra and VCN. The research sought to investigate how the study of Integral
Definitely, intentionally prepared to work concepts, meanings and procedures of
calculus, is experienced by a group of students from a particular school of
engineering. It was, therefore, an Action Research, eight educational activities
proposals involving finite approximations, sum, limit of finite sums, fundamental
theorem of calculus, sums limit designed as a Definite Integral and geometric
applications. The treatment of the collected data was made from the analysis of the
successes and mistakes of students in parallel with the categories of theories
assumed in the research. The qualitative analysis of the results showed overcoming
difficulties, the evolution of knowledge and skills of students in the development of
activities, which were more independent and confident. The product of this research
was constituted therefore an Activity Book, available as a contribution to a

supplementary study of Definite Integral.

Keywords: Definite Integral. Differential and integral calculus. Teaching content.

Learning strategies. Teaching sequence.
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1INTRODUCAO

Minha historia com a Matematica passou a ser construida em um caminho
mais solido a partir da sétima série no Colégio Arnaldo de Belo Horizonte, em 1992,
onde tive a oportunidade e o privilégio de ser aluno do Prof. Paulo Fernando Braga.
Nessa época, comecei a dar as minhas primeiras aulas particulares, e tive o Prof.
Paulo como meu orientador que, sem medir esfor¢os, me orientou em cada uma das
davidas que surgiram ao longo daquele ano.

Hoje, sou Licenciado em Matematica pelo UNI-BH (2003); Engenheiro
Ambiental, pela FUMEC (2009); e Especialista em Estatistica pela UFMG (2012).

No segundo semestre do ano 2000, iniciei, como profissional, a minha jornada
como Professor de Matematica na Escola Estadual Geraldo Teixeira da Costa, em
Santa Luzia e, a partir dai, ndo parei mais. Passei por inUmeras escolas estaduais,
colégios particulares, pré-vestibulares até que, em 2011, iniciei 0 meu trabalho como
Professor Universitario na Newton Paiva, onde estou até hoje. Em 2013, entrei para
o UNI-BH, e hoje trabalho nas duas instituicdes, com as disciplinas Calculo
Diferencial, Célculo Integral, Célculo de Vérias Variaveis, Geometria Analitica e
Algebra Linear, Equacbes Diferenciais, Estatistica e Probabilidades para os cursos
de Engenharia e Geologia.

Ao patrticipar do curso de Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica na
PUC Minas, percebi a importancia da pesquisa e da utilizacdo de novas
metodologias e tecnologias, a fim de alcancar meus objetivos como Professor de
Matematica, por meio do qual iniciei leituras de artigos e dissertacBes na area de
Educacdo e Ensino de Matematica e passei a ter contato com atividades
matematicas didaticamente organizadas. As minhas aulas comecaram a sofrer
influéncias desse contexto e o uso de softwares como Winplot, GeoGebra e VCN
tornaram as aulas mais envolventes e interessantes.

O tema Integral Definida é algo que me interessa desde a primeira
apresentacdo que me foi feita no curso de Matemética. Interessei-me pelas
definicbes, pelos conceitos, pelo manejo operacional e pelas aplicacbes no calculo
de éarea, volume e comprimento de curvas. Mas, como aluno e, apdés, como
professor, algumas questbes sempre me incomodaram bastante:

- Muitas pesquisas ja constataram que a maioria dos alunos tem dificuldades

no estudo de Calculo Diferencial e Integral. O que eu, professor, poderia fazer?
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- Historicamente, com que perspectiva se observa a Matematica e, em
especial, a invencao do Célculo atribuida a Newton e Leibniz?

- Qual a relacdo entre a aritmética, a algebra e a geometria, que permite
obter-se a area exata de uma determinada figura, através da Integral Definida? O
que estd por tras deste Calculo? Como um professor pode explorar isso em
beneficio do aprendizado do aluno?

Assim, permeado por esses questionamentos, escolhi o tema dessa
dissertacdo, Integral Definida, buscando a oportunidade de refletir sobre essas
perguntas, que na realidade relacionam conceitos, significados e procedimentos de
calculo, bem como a atitude do estudante nesse ambiente de estudo. Para tanto,
essa pesquisa apresentada tem, como objetivo geral, a busca por organizar e
experimentar, com um grupo de alunos de engenharia, uma sequéncia de atividades
didaticas para o estudo de Integral Definida, explorando estratégias de
aprendizagem que visem relacionar conceitos, significados e procedimentos de
célculo; e como objetivos especificos:

e Implementar um ambiente para o estudo de Integral Definida, com textos de

atividades didaticas e acesso a softwares matematicos, que permitam o

acompanhamento e a observacdo da acdo de um grupo de alunos de

engenharia;

e Utilizar a teoria dos contetdos de aprendizagem no desenvolvimento das

atividades, para que os alunos adquiram autonomia, participando da

construcdo do préprio conhecimento;

e Produzir um caderno de atividades/produto, que contribua para o ensino e

aprendizagem de Integral Definida, desenvolvendo o raciocinio e o

entendimento do tema.

Assim, essa pesquisa procurou indagar como podemos trabalhar com o
conteudo Integral Definida, relacionando conceitos, significados e
procedimentos de calculo em um grupo de estudantes de uma escola
particular de engenharia?

A proposta, entdo, foi realizar uma pesquisa de campo, na linha da Pesquisa-
Acéo de Fiorentini e Lorenzato (2006), submetendo o desenvolvimento de atividades
didaticas planejadas a um grupo de trés alunos voluntarios, do segundo periodo de
um curso de engenharia de uma Instituicdo particular de Belo Horizonte. Para tal,

propbs-se formular oito atividades didaticas, envolvendo aproximacdes finitas,
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somatorio, Limite de somas finitas, Teorema Fundamental do Célculo, Limite de
somas concebido como uma Integral Definida e aplicagdes.

Estabeleceu-se que os dados seriam coletados a partir da analise dos
registros de acertos e equivocos dos estudantes, e, também, das anotacdes feitas
ao se acompanhar e observar a participagdo dos estudantes no desenvolvimento
das atividades. Essas atividades foram organizadas conforme a teoria da Pratica
Educativa de Zabala (1998), com o apoio de calculadora e de dois softwares
computacionais: GeoGebra e VCN.

Assim, essa dissertacdo apresenta, em 6 capitulos, a narrativa da pesquisa
realizada, estando assim divididos:

Neste primeiro capitulo, com o titulo “Introducédo”, tem-se o contexto geral da
pesquisa.

No segundo capitulo, denominado “O calculo na historia e no ensino”, tem-se
o resultado de um estudo realizado em diversos artigos e livros a respeito do tema,
além das Diretrizes Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia.

No terceiro capitulo, de nome “Integral Definida, conceitos e visualizacdes
geométricas”, ttm-se a apresentacdo de conceitos e exercicios resolvidos com o
auxilio dos softwares GeoGebra e VCN, a respeito do tema.

JA4 no quarto capitulo, com o titulo “Teorias educacionais e aspectos
metodoldgicos”, tém-se uma abordagem a respeito dos contetudos de aprendizagem,
segundo Zabala (1998); registros de representacdo semidtica, segundo Duval
(2009); aspectos metodoldgicos, segundo Barbier (2007), Bogdan e Biklen (1994) e
Fiorentini e Lorenzato (2006); e a apresentacao dos softwares VCN e GeoGebra.

Por sua vez, o quinto capitulo, com o titulo “Aplicacdo e analise das
atividades”, traz a apresentacdo e a analise das questdes do caderno de atividades
resolvidas pelos alunos, com seus acertos e/ou equivocos.

Finalmente no capitulo 6 encontram-se as consideragbes finais deste
trabalho, seguido das referéncias utilizadas, dos anexos e dos apéndices, onde pode
ser encontrado o caderno de atividades construido a partir dessa pesquisa, seu

produto final.
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2 O CALCULO NA HISTORIA E NO ENSINO

Neste capitulo, procurou-se mostrar o estudo teorico realizado, permeado por
um histérico acerca do Calculo, além de debater sobre o tema Integral Definida
tendo como base, entre outras obras e textos, as Diretrizes Curriculares Nacionais

dos Cursos de Engenharia.

2.1 O Calculo na Historia

Segundo Santos Filho (2002), as origens do Célculo remontam a Grécia
antiga, sendo os seus precursores Eudoxo de Cnido (390-338 a.C.) e Arquimedes
de Siracusa (287-212 a.C.). Eudoxo, discipulo de Platdo (427-428 a.C.) - fundador
da Academia em Atenas, a mais importante da Grécia — foi considerado o maior
matematico do seu tempo e desenvolveu o Método da Exaustdo, uma base para o
Célculo Integral. Arquimedes desenvolveu métodos para determinar areas de
regides limitadas por curvas e volumes de regides limitadas por superficies,
utilizando, muitas vezes, o Método da Exaustdo. Aos problemas de Caélculo de areas
de figuras planas, os mateméticos antigos se referiam como “quadratura”, sendo
famoso o problema da quadratura do circulo, que nada mais € do que a
determinacdo de um quadrado com a area equivalente a area de um determinado
circulo.

Muitos outros matematicos trabalharam com o Calculo, alguns tentando
provar a sua consisténcia logica, outros utilizando o seu poder operacional, sem se
preocupar com as questdes filosoficas da sua origem.

O francés Pierre de Fermat (1601-1665) abordou a quadratura de hipérboles
infinitas usando um conjunto de retangulos inscritos cujas areas relacionavam-se
como termos de uma Progressdo Geométrica. Assim como Fermat, o francés René
Descartes (1596-1650) também estava interessado na introducdo dos métodos
algébricos na geometria, com o objetivo de tornar as solu¢des independentes das
propriedades das curvas, possibilitando, assim, a generalizagdo das solugoes.
Ambos também fizeram estudos sobre tangentes, utilizando métodos algébricos.

Durante a primeira metade do século XVII, utilizando-se de um método ou

outro, os matematicos ja tinham solugéo, tanto para determinacdo das tangentes,

quanto para a quadratura de curvas do tipo Y = X" (sendo n inteiro e positivo). O
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matematico italiano Evangelista Torricelli (1608-1647) conseguiu relacionar
tangentes e quadraturas diretamente, através do conceito de movimento,
generalizando e estendendo ideias ja desenvolvidas por Galileu, do qual foi aluno, e
do italiano Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), seu amigo e socio. No caso desta
curva do movimento, em patrticular, Torricelli compreendia a relacédo inversa entre a
tangente e a quadratura, porém, ndo publicou seus trabalhos a respeito do assunto,
enquanto estava vivo. Suas ideias foram transmitidas por intermédio do seu
discipulo italiano Stefano degli Angeli (1623-1697) aos matematicos ingleses Isaac
Barrow (1630-1677) e James Gregory (1638-1675).

Em um trabalho denominado Geometriae pars universalis (A parte universal
da Geometria), de 1668, Gregory faz uma exposicdo contendo operacfes para
determinacdo de arcos, tangentes, areas e volumes que estariam vinculados a um
trabalho de Calculo infinitesimal. Esta obra mostra que ele ja tinha compreenséo da
relacdo inversa entre tangente e quadratura, pois em determinada proposi¢céo ao
longo do trabalho, ele passa diretamente da quadratura de uma curva a construcao
da tangente. Barrow, que foi professor de Newton, foi um pouco além, e no seu
Lectiones Geometriae, de 1670, apresenta o que se conhece como Teorema
Fundamental do Calculo, através da inversibilidade entre uma quadratura e uma
tangente.

Ainda no século XVII, com a divulgacdo dos trabalhos do inglés Isaac Newton
(1642-1727) e do alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ocorreu uma
significativa mudanca na Ciéncia. Tao significativa que, tradicionalmente, a origem
do Calculo é atribuida a eles. Entretanto, entre a Grécia antiga e o final do século
XVII, muita Matematica foi desenvolvida na busca do entendimento dos problemas
das quadraturas e das tangentes, o que possibilitou aos dois grandes matematicos
realizarem esta invengao.

Assim, diante do exposto, pode-se, entdo, resumir o cenario da época em que
Newton e Leibniz desenvolviam os seus métodos para o Calculo:

- 0 modelo de Arquimedes, embora prestigiado, era pouco usado devido a
dificuldade de aplicacéo pratica;

- a representacéo algébrica conquistava espaco rapidamente;

- a notacao de Descartes se propagava rapidamente;

- a pesquisa de métodos gerais com possibilidade de aplicacdo em todas as

curvas ganhava espaco em relacdo aos métodos utilizados para curvas especificas;
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- a quadratura se tornou reconhecida como modelo geométrico para todos os
métodos de integracao (cubatura, retificacdo de arcos etc.);

- a relacdo entre os métodos de construcdo das tangentes e a determinacao
dos pontos extremos ja estava estabelecida;

- a relagdo inversa entre integracdo (quadratura) e diferenciacao
(determinacdo das tangentes) j& havia sido tratada por muitos matematicos, tais
como Torricelli, Gregory e Barrow, sendo que Barrow publicou uma demonstracao
do Teorema Fundamental do Célculo, em 1670;

- a ideia da descricdo de curvas por meio da analise de movimentos havia

sido usada para determinar tangentes, quadraturas e para relacionar uma com a

outra;
- para a quadratura de curvas algébricas, jA havia uma regra especifica do
. x P+l . . : :
tipo: jx Pdx = L onde p € um namero racional diferente de -1;
p+

- interesses crescentes em métodos de tangentes, principalmente com Fermat
e Descartes, levaram Frans Van Schooten (1615-1660) a idealizar um algoritmo, ou
seja, um conjunto de regras para a passagem do problema na forma da equacéo de
uma curva para a solucao final, que seria a construgao da tangente; e

- havia um grande interesse na possibilidade de expansao em séries como
meios de integracao, estimulado principalmente por John Wallis (1616-1703).

A partir da analise do cenario em que se encontrava o estudo do Calculo, por
volta de 1663, coube a Newton estender para todas as curvas e unificar os varios
processos e foi Leibniz quem os relacionou através de uma notacdo eficaz e
operacional, ressaltando que ambos o fizeram sem que um conhecesse o trabalho
do outro, porém, uma grande polémica se estabeleceu entre ambos para provar de
quem seria a primazia da invencdo. Essa polémica retardou o desenvolvimento da
Matematica inglesa em um século, pois a notacdo de Leibniz que era muito mais
flexivel e, portanto, mais util para o desenvolvimento do Calculo, foi adotada no
continente a comecar pelos franceses e rejeitada pelos ingleses.

O fato é que Leibniz iniciou seus estudos de Calculo infinitesimal em 1675 e
0s publicou no periddico Acta Eruditorum, em 1684 (revista cientifica mensal alema
publicada entre 1682 e 1782), enquanto Newton so publicou algo relativo ao Calculo

trés anos mais tarde, no seu Philosophiae naturalis principia mathematica (Principios
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matematicos da filosofia natural), onde, em algumas passagens, o Calculo era
abordado, estando, porém, na forma geométrica. Ja o tratado Methodus fluxionum et
serierum infinitarium (O método das fluxGes e séries infinitas) foi a mais extensa
exposicao do seu Calculo, sendo escrita em 1671, sendo publicado em 1736. Hoje
parece bastante claro que a descoberta de Newton antecede a de Leibniz em cerca
de 10 anos, e que os trabalhos de Leibniz foram feitos independentemente dos
trabalhos de Newton, apesar de Leibniz ter publicado seus trabalhos primeiro.

Para Newton, as quantidades que considerava perceptiveis, porém
indefinidamente crescentes, sado consideradas fluentes e as velocidades com que
elas fluem sdo consideradas flux6es. J& Leibniz baseou suas descobertas em
algumas ideias que se revelaram especialmente importantes, a saber: a busca de
um simbolismo e de uma notacdo, vinculados a sua ideia de uma linguagem
simbdlica geral, uma vez que ele ndo estava interessado em resultados especiais,
mas em métodos tdo gerais quanto possivel. Reconheceu, também, que a
determinacao das tangentes e o calculo de areas Sao processos inversos.

Um dos conceitos basicos do Célculo de Leibniz é o da Diferencial, onde dy é
a diferencial de uma variavel y, ou seja, a diferenca infinitamente pequena entre dois
valores consecutivos de y, e dx é a diferencial de uma variavel x, ou seja, a
diferenca infinitamente pequena entre dois valores consecutivos de x. E foi Leibniz
guem criou o atual simbolo da Integral, representando um S, a inicial da palavra
Suma, que significa Soma.

Leibniz ndo publicou suas descobertas imediatamente, apenas nove anos
depois, em outubro de 1684, no Acta eruditorum Lipsiensium (Atas dos eruditos de
Leipzig, o primeiro periddico cientifico da Alemanha, fundado em 1682), um artigo
intitulado “Um novo método para maximos e minimos assim como para tangentes
nao impedido por quantidades nem fracionais nem irracionais e um importante tipo
de calculo para elas”. Também com Leibniz ficou estabelecida claramente a ideia de
que a diferenciacdo e a integracdo eram operagfes inversas. O seu simbolismo
algébrico se mostrou muito mais eficiente que o de Newton, sendo até hoje adotado
universalmente.

De um modo geral, os livros de Céalculo tratam Newton e Leibniz como os
inventores do Calculo, mas entende-se que ao tempo deles jA havia muitas
contribuicbes ao seu desenvolvimento, feitas por grandes mateméaticos. Newton e

Leibniz, na verdade, ndo inventaram o Calculo, mas fizeram algo diferente, fizeram
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algo maior que seus antecessores, ou, como Newton mesmo disse, em 1676: “Se
consegui enxergar mais longe foi porque estava apoiado sobre os ombros de
gigantes”.

Porém, mesmo diante do que foi exposto, entende-se que no final das contas,
Newton e Leibniz receberam o mérito de serem os inventores do Célculo, pois:

- 0s varios métodos infinitesimais dos seus antecessores eram muito restritos
a determinadas curvas;

- ambos criaram um sistema coerente de métodos a fim de resolver
problemas sobre todos os tipos de curvas (quadraturas, tangentes etc.),
independentes de suas naturezas;

- 0 Teorema Fundamental do Calculo foi reconhecido universalmente a partir
deles, mas Barrow ja o havia demonstrado. Esse € o teorema que trata da relacao
inversa entre a diferenciacdo e a integracdo. Através deste Teorema reconheceu-se
o relacionamento reciproco entre os problemas de quadraturas e das tangentes;

- ambos criaram um sistema de notacdo e de simbolos pelo qual podiam
aplicar analiticamente os seus novos métodos, na forma de um algoritmo claro e
simples, dando origem ao formulario do Calculo Integral e Diferencial;

- acrescentaram as somas por aproximacdes finitas, noc¢des de limite,
aperfeicoando a técnica, tornando-a mais precisa e rapida;

- se promoviam melhor que seus antecessores.

Figura 1 — Newton e Leibniz e o Limite de somas

Newton
e

Somas finitas Limites de somas

finitas

(Discreto) Y.
Leibniz {Continuo)

> S E)axclim X S A= [0 f) ds

i=1 B @ i=1

Fonte: Elaborado pelo autor
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2.2 O Célculo no Ensino

O Caélculo Diferencial e Integral € uma matéria presente em diversos cursos
de graduacédo e pos-graduacdo. Desdobra-se em disciplinas (Calculo I, Calculo 1l
etc.), constituindo parte importante nos curriculos dos cursos de Matematica, Fisica,
Quimica, Engenharias em geral, Economia, entre outros.

Essas disciplinas, normalmente, sdo consideradas muito dificeis, com altos
indices de reprovacéo, independentemente da instituicdo de ensino, do curso e do
professor. Os pesquisadores, de forma recorrente, creditam tal dificuldade ao ensino
de toda a Matematica. A dificuldade em ensinar e/ou aprender Matematica é real nas
mais diversas séries, e nos mais diversos cursos. Dificuldade muitas vezes atribuida
a formalizacdo excessiva, que esvazia 0os conteudos matematicos de relacbes com a
cultura, e a forte relagédo entre esses conteldos, exigindo, assim, uma continuidade
na formacédo do educando. No caso do Calculo, estes problemas ganham dimensées
maiores, jA que se fazem necessarias habilidades aritméticas, algébricas e
geométricas “adquiridas” na Matematica Elementar, como pré-requisito. Porém, a
maioria dos alunos que entra para a faculdade, chega sem esses tais pré-requisitos,
sendo que alguns cursos, numa tentativa de amenizar a situagdo, ainda
estabelecem em seus curriculos, disciplinas envolvendo os Fundamentos de
Matematica Elementar, antes de iniciar o estudo do Célculo. Mesmo assim, em
geral, o problema persiste.

Segundo Santos Filho (2002), no Calculo inicia-se para o aluno uma nova
forma de pensar e traduzir o mundo, sendo esse 0 momento em que o aluno se vé
diante da Mateméatica Superior. Acredita-se que a dificuldade acontece em
decorréncia do fato de o aluno iniciante em Calculo ser colocado diretamente em
contato com resultados que foram sistematizados de forma laboriosa desde o século
XVII e que representam o coroamento da Ciéncia Moderna inaugurada pelo italiano
Galileu Galilei (1564-1642).

Assim, o ensino de Célculo, hoje, mantém e impde essa estrutura, devendo o
aluno aprender seguindo um caminho inverso ao desenvolvimento historico do
Célculo, conforme ja constatou Eves (2004, p.417).

Segundo Batista (2010), por exemplo, a ideia basica do Calculo, que consiste
em usar o processo de limite para derivar resultados finitos, remonta aos antigos

gregos. Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) teria sido um dos primeiros a usar o
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conceito daquilo que hoje chama-se de limite, sem formalizacdo alguma, para
calcular a area e o volume de varias figuras planas e solidas, com as quais lidava no
cotidiano, partindo da necessidade e da experiéncia humana. Sua ideia era inscrever
uma série de poligonos regulares, com um numero cada vez maior de lados, e,
portanto, com medidas cada vez menores, num circulo.

Em confronto com essa ideia, vé-se, hoje, no ensino de Calculo, que a
geometria nem sempre ocupa posi¢cao de destaque, sendo as operacdes algébricas
sempre consideradas como mais necessarias. Boyer (1996, p. 440), registra que
entre 0s aspectos mais notaveis na Matematica contemporanea aparece um
ressurgimento da geometria, ainda que em vestes modernas. Ele ainda registra a
ideia de que “o grande matematico do futuro, assim como o do passado, fugird do
caminho muito palmilhado. No futuro, as grandes ideias deveréao ser simplificadoras.”

Portanto, reflexdes realizadas nessa direcdo conduziram o processo de
elaboracdo das atividades da presente dissertacdo, buscando levar o estudante a
visualizar geometricamente a situacéo e elaborar seu préprio raciocinio de maneira
informal, confrontando-o com o das demais pessoas e, claro, acompanhado e
guestionado pelo professor.

Segundo Courant e Robbins (2000), a Matemética, como expressdo da mente
humana, reflete a vontade ativa, a razdo contemplativa, e o desejo da perfeicao
estética. Mas, em especial para estudantes de engenharia, ao se aproximar o ensino
de Calculo de um semelhante ponto de partida, parece colocar-lhes muitos
obstaculos e dificuldades no caminho da aprendizagem, sendo alguns textos
didaticos, as vezes, criticados por tentar apresentar a Matematica com tal proposta.

Dessa forma, uma construcéo, por aproximacao, de um conceito matemaético,
numa perspectiva mais histérica, parece tornar-se mais eficaz no processo de

ensino e contribuir para solidificar o conhecimento do estudante.

2.3 As Diretrizes Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia

As Diretrizes Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia ressaltam que
‘o desafio que se apresenta ao ensino de engenharia no Brasil € um cenario mundial
gue demanda uso intensivo da ciéncia e tecnologia e exige profissionais altamente
qualificados.” (BRASIL, 2001, p. 1). Assim, nesse novo cenario, a concepcao de

curriculo como grade curricular é substituida por outro conceito: “o conjunto de
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experiéncias de aprendizado que o0 estudante incorpora durante o processo
participativo de desenvolver um programa de estudos coerentemente integrado.”
(BRASIL, 2001, p.1).

E importante, entdo, compreender o conceito desse processo participativo.
Nesse sentido, ainda de acordo com o documento, “[...] entende-se que o
aprendizado sO se consolida se o estudante desempenhar um papel ativo de
construir o seu proprio conhecimento e experiéncia, com orientacdo e participacao
do professor.” (BRASIL, 2001, p. 2).

Além disso, vale ressaltar que a Matematica, a Fisica e a Informética fazem
parte do nacleo de contetdos basicos do curriculo de Engenharia e séo trabalhadas
ao longo do curso, visando dar condi¢cbes ao futuro profissional da Engenharia de
exercer sua profissdo com exceléncia. Para isso, ainda segundo as Diretrizes
Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia, é importante que essas
disciplinas contribuam para que os alunos adquiram, entre outras, competéncias e
habilidades para:

a) aplicar conhecimentos matematicos, cientificos, tecnoldgicos e
instrumentais a Engenharia;

b) projetar e conduzir experimentos e interpretar resultados;

c) conceber, projetar e analisar sistemas, produtos e processos;

d) identificar, formular e resolver problemas de Engenharia;

e) comunicar-se eficientemente nas formas escrita, oral e gréfica;

f) assumir a postura de permanente busca de atualizacdo profissional.
(BRASIL, 2001).

Dessa forma, os professores dos cursos de Engenharia devem viabilizar aos
seus alunos propostas metodoldgicas que propiciem o desenvolvimento de tais
habilidades.

A sequéncia didatica, metodologia utilizada nesta pesquisa, € uma proposta
para trabalhar com mais significado, um contetdo de Célculo Integral, do nucleo de
conteudos basicos dos curriculos das Engenharias, pois ajuda o aluno a adquirir
habilidades relacionadas a competéncia do aprender a aprender, o que Ihe permite

ter autonomia cada vez maior em sua aprendizagem.
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3 INTEGRAL DEFINIDA, CONCEITOS E VISUALIZACOES GEOMETRICAS

Um dos grandes avancos da geometria classica foi obter formulas para
determinar area de figuras planas como triangulos e circulos, volume de sélidos de
revolugdo, como cilindros, cones e esferas, assim como determinar 0 comprimento
de curvas.

Neste trabalho serdo apresentadas algumas maneiras de se calcular area,
valor médio, comprimento de arco e volume, de figuras nem sempre conhecidas,
tendo, como ferramentas, a notagéo sigma, a estimacao por somas finitas, limites de
somas finitas, limite de somas finitas visto como uma Integral Definida, e, por fim, o

Teorema Fundamental do Calculo.
3.1 A notacao sigma

Segundo Stochiero (1992),

Desde o0s tempos imemoriais, quando o homem deparou-se com as
primeiras necessidades de contar, tem sido incessante a busca de técnicas
e processos que lhe favorecessem os célculos. Se nos primeiros ensaios
houve a utilizacdo dos dedos das méos ou de pequenos fragmentos de
pedra lascada, com o passar dos séculos tais recursos revelaram-se
ineficazes. (STOCHIERO, 1992, p.39).

Posteriormente, o0s egipcios, os babilénios, 0s gregos e 0s romanos
desenvolveram técnicas mais aprimoradas de contagem. Porém, somente a partir do
século IX, através de Mohamed ibn Musa Alchwarizmi, surgiu o sistema de
numeragéo posicional dotado de apenas dez algarismos, contribuindo decisivamente
para o avan¢o da Matematica nos séculos subsequentes. (STOCHIERO, 1992).

Tal qual esse desafio historico, o estudioso das ciéncias matematicas deve
trazer dentro de si o cuidado de sempre utilizar uma simbologia simples e adequada
que represente, de forma sucinta e inequivoca, as operacdes que deseja realizar.
Assim, se quiser determinar a soma dos 100 primeiros numeros naturais,

100
1+2+3+...+100, usa-se a notagéo: » i
i=1

Sendo:
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Z: letra sigma maiuscula, do alfabeto grego, correspondente a nossa letra

S, de soma. Nas operacfes matematicas, tal simbolo recebe a denominacgéo
especifica de somatorio;

i: indice da soma, representando onde comeca e onde termina a soma.
Assume valores inteiros;

1: limite inferior da soma;

100: limite superior da soma.

Exemplos:

n
o Y i=142+3+..+(n-1)+n
i=1
5
e Y (j+2)=(1+2)+(2+2)+(3+2)+(4+2)+(5+2)=3+4+5+6+7

[y

—

k? =12 +22 +32 +...+(n—1)2 +n?

M:

7~—
Il

1

1 1 1 1 1
— = + + +
i+1 3+1 441 5+1 6+1

1 1 1 1
=S+ +-4=
. 4 5 6 7

6
i=

w

. Zn:f(i): fO+f2)+...f(n-1)+ f(n)
i=1

Tem-se, como propriedades do somatério, portanto, segundo Stochiero
(1992):

n
i) Zk =k.n, sendo k uma constante dada.
i=1

ii)ik.f(i)=k.if(i)
i=1 i=1

i) > [f@)+g)]=> f0)+> ()
i=1 i=1

i=1
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iv) i[f (i)~ f(i—1)]= f(n)- f(0) (STOCHIERO, 1992, p.41).
i=1

Além disso, o Calculo Somatorio apresenta algumas igualdades notaveis de

grande utilidade, entre as quais podem ser citadas como mais utilizadas:

A soma dos primeiros n inteiros positivos :
A histéria (STOCHIERO, 1992) diz que Gauss, orientador de Riemann, a
descobriu por volta dos 8 anos de idade:

Zn:i _ n(n2+ 1)

i=1

A soma dos quadrados dos primeiros n inteiros positivos:

Z”: n(n+1)2n+1)

6

Exemplo 1: Calcular o somatério em cada caso abaixo:

3
a) >7=73=21
i=1

b) Z?u 72' (1+2+3)=7.6=42
i=

3 3 3

c) >(2i-5)=>2i->5= 2.§i -53=2.1+2+3)-15=2.6-15=-3

i=1 i=1 i=1 i=1

Exemplo 2: Calcular a soma dos 100 primeiros niumeros naturais:

=5050.

& _n(n+1) 100.(100 +1)
Z

Exemplo 3: Calcular a soma dos quadrados dos 100 primeiros numeros

naturais:

=338350. (STOCHIERO, 1992,

iiz _n(n+1)2n+1) _100.(100+1)(2.100+1)
6 6
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3.2 Estimando com somas finitas

A ideia basica da integracao é que muitas quantidades podem ser calculadas
guando divididas em pedacos menores e, entdo, soma-se a contribuicdo de cada
parte. Essas somas finitas representam a base da definicdo da integracédo, podendo

ser utilizadas em varias aplicagdes, como areas, volumes e cumprimentos de curvas.

3.2.1 Area

Segundo Thomas, Weir e Hass (2009), embora ndo se tenha ainda uma
férmula geométrica simples para calcular a area de formas com contorno curvo,
como a regido R, é possivel aproxima-la de um modo simples, utilizando retangulos
para preencher a area. Assim, quanto maior for a quantidade de retangulos
utilizados para preencher a mesma area, menor serd o Ax, e, consequentemente,

maior sera a precisao da aproximacao.

Figura 2 - Area limitada pela curva da funcéo ¥ =1 —*% no intervalo [0,1]

)

A

0 0.5 |

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p.354.

O célculo da area, portanto, pode ser realizado através da soma das areas

dos retangulos, pela formula:

Sn= f(c,).Ax .+ f(c,).Ax, +...+ f(c, ).Ax

n



37

n n
Logo, a medida da area € dada por: Sn = > f(c;).Ax; ou Sn = > f(x;).Ax ,
i=1 i=1

Onde:

Ay € a medida da base do retangulo ou o comprimento do intervalo
[Xi =X 71] ;

¢; € um ponto arbitrario do intervalo [x, —x; ,]1;

f(c,) € aimagem de c,, ou melhor, a medida da altura do retangulo;

f(ci).Ax; € o produto que da a &rea do retangulo.

Sn é a soma das areas dos n retangulos.

Observe que para se calcular a medida da area da figura 1, serdo utilizados
alguns retangulos, como sera visto adiante.

Como mostrado na figura 3, nota-se que em (a), foram utilizados dois
retangulos. Somando essas areas, obtém-se 0,875 u.a., uma aproximacao superior

a area da regidao R. J4 em (b), foram utilizados quatro retangulos. Somando essas

areas obtém-se 0,78125 u.a., uma aproximacao superior, porém, melhor.

Figura 3 - Area limitada pela curva da funcdo y = 1 — 2%, no intervalo [0,1],

calculada por uma aproximagao superior

¥y )

y=1— x? -

(0, 1) (0, 1) (1, 15) v=1—x°
\3

T
Ll
Fd]=

0 0.5 1 0 0,25 0.5 075 1
(a) (b)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p.355.

Ja na figura 4, em (a), foram usados trés retangulos. Somando essas areas,
obtemos 0,53125 u.a., uma aproximacao inferior a area da regido R. Em (b), foi
utilizado o ponto médio x de cada base de retangulo para determinar a altura y=f(x).
Somando essas areas, obtém-se 0,671875 u.a. Essa € a regra do ponto médio, que

entre as formas utilizadas, € a que melhor se aproxima de R.
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Figura 4 - Area limitada pela curva da funcdo y = 1 — 2%, no intervalo [0,1],
calculada por uma aproximacao inferior e pela regra do ponto meédio

) )

1
1 (3-13) y=1-—x* ) S e
— 6O — I S§§
& S, (% 63) v=1=—1x
- 13 |
\\ i i !
| ! =
! ! \ (2,3
) ! \-N 64
i !
3 9 | : !
0.5 (5'76 05 : '
: | 1
! ) !
) ] ! \ 7 15
i ’ i \‘\ 64)
I ! :
! ! !
: ’ : :
1 ’ : !
: : : !
” 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 |
0.125 0.375 0.625 0.875

(b)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 356.

Vale a pena, portanto, observar que quanto menores forem as medidas das
bases desses retangulos (A,), mais subintervalos serdo obtidos e, portanto, mais
proximos da area real se estara, como indicado na figura 5:

Figura 5 - Area limitada pela curva da funcdo y = 1 — 2%, no intervalo [0,1],

calculada por uma aproximacéao inferior e por uma aproximacao superior, com
bases menores

\\ N 1 —x? Bl » 1 — x2

"N DN

(a) (b)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 357.

Como visto, em (a), foram utilizados dezesseis retangulos inscritos. Somando
essas areas, obtém-se 0,634765625 u.a., uma aproximacao inferior a area da regiao

R. Ja em (b), também foram utilizados dezesseis retadngulos circunscritos. Somando
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essas areas, obtém-se 0,697265625 u.a., uma aproximagdo superior. A regra do
ponto médio para esses 16 retangulos semi-inscritos da uma aproximacao da area
total no valor de 0,6669921875, ou seja, bem proxima da area real. Eis as

aproximacoes finitas da area de R (TABELA 1):

Tabela 1 - Area limitada pela curva da funcéo y = 1 — x?%, no intervalo [0,1],
calculada por uma aproximacao inferior, pelaregra do ponto médio e por uma
aproximacao superior, com numero de subintervalos distintos

NUumero de Soma inferior Regra do ponto Soma superior
subintervalos medio

2 ,375 ,6875 ,875

4 53125 ,671875 , 718125

16 ,634765625 ,6669921875 ,697265625

50 ,6566 ,6667 ,6766

100 ,66165 ,666675 ,67165

1.000 ,6661665 ,66666675 ,6671665

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p.357.

Na figura 6, observa-se que 0s retangulos aproximam a regido que fica entre
a curva da funcéo f(x) e o eixo x. Nesse caso, 0s n subintervalos tém larguras

diferentes.

Figura 6 - Area limitada pela curva da funcéo ¥ = f(x), no intervalo [a,b],
calculada por uma soma de areas de retdngulos com medidas de bases
distintas

3
- vy = flx)

gt SR

¥ /i
k-ésimo :
o |

retangulo i
|

|

!

1

&

o
-

\
N
-
-
.
-
-
-
b

[
s

\\ ! /
\\_»04/'.'
(Ca. fc3a))

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 371.
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Ja na figura 7, os n subintervalos tém a mesma largura, que pode ser

a .
calculada por Ax= , onde AXé a largura dos mesmos.

Figura 7 - Area limitada pela curva da funcdo ¥ = f(*) no intervalo [a,b],
calculada por uma soma de areas de retdngulos com medidas de bases iguais

A

e ¥ =)

Fonte: Adaptada de Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 370.

Exemplo:

Através das aproximacOes finitas, estimar a area sob a curva da funcao

f(x):l, entre x=1e x=5 utilizando:
X

a) Uma soma inferior com dois retangulos de iguais larguras.

Tendo, como base o trabalho com o software GeoGebra, tem-se, entdo, a

figura 8, a sequir:
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Figura 8 - Area limitada pela curva da funcéo f(x) = i , ho intervalo [1,5],
calculada por uma soma inferior com dois retangulos de igual largura

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

/\

= 10 () P AN S5
m | - m __._

b Janela de Algebra

“
p-

B
c

II|
E= t5 0.2)
F={1,0.33)
G=(3,019)
-0 H=(3.92,-1.19)
Quadnlatero
-0 poll=0.39
-0 pol2=0.52
- pol3 =048
4 pold =067
4 pols5=0.39
Reta

el AIK=3

-0 ey =033

Entrada:

+ Janela de Visualizagio

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

No trabalho com o software GeoGebra, tem-se, entdo, como medida da soma

das éareas dos retangulos: 0,67+0,39 = 1,06 u.a.

b) Uma soma inferior com quatro retdngulos de iguais larguras.

Figura 9 - Area limitada pela curva da funcédo f(x) =

3 , ho intervalo [1,5],

calculada por uma soma inferior com quatro reténgulos de igual largura

Aruulvo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra
= Fungdo
s f(x) =

= Ponto
2 A=(1,0

)
2 P=(1,05)
= Quadrildtero
~@ pol1=02
~@ pol2=027
~@ pol3=0.34
~@ pold=05

Entrada

b Janela de Vlsuallza;ao

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
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Como se pode notar, pela figura 8, tem-se, como area = 0,2+0,27+0,34+0,5 =
1,31 u.a.

c) Uma soma superior com dois retangulos de iguais larguras.

Figura 10 - Area limitada pela curva da funcgéo f(x) = % , ho intervalo [1,5],
calculada por uma soma superior com dois retangulos de igual largura

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

%7 .A_r /./_r‘ /a"-——_r ®_r I@_r é? x_r ABC_( —a:—:’_( ‘%’7‘

» Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagéo
= Funcio m

E=1(3,0.33)
F=(3.1)
G=1(5,0.33)
- Quadrilatero

3 pol2=0.67

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Como pode ser notado na figura 10, o valor da area limitada foi de 2 + 0,67 =
2,67 u.a.
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d) Uma soma superior com quatro retangulos de iguais larguras.

Figura 11 - Area limitada pela func&o f(x) = -, no intervalo [1,5], calculada por
uma soma superior com guatro retangulos de igual largura

Arquwo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela deAIgebra » Janela deVlsuaIlza;ao
# B=(5,
C=(3,0)
D={1, 1]
E= t3 033]
-i— 2, 0)
I=(4,0)
J= t2‘ 0.5)
M={2,1)

Fl
@
@
@
@
@
Fl
Fl
Fl
Fl

3 S=(4,0. 25)
Quadrilatero

@ pol3=1

- @ pold=05

~ @ pols=0.34

-~ (@ polT =0.26

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
Portanto, a area encontrada foide 1 + 0,5 + 0,34 + 0,26 = 2,1 u.a.

e) Dois retangulos cujas alturas sejam dadas pela imagem da funcdo no
ponto médio da base do retangulo (regra do ponto médio).

Figura 12 - Area limitada pela curva da funcéo fla) =3 , ho intervalo [1,5],
calculada por dois retangulos cujas alturas séo dadas pelas imagens da
funcdo no ponto médio da base de cada retangulo (regra do ponto médio)

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

Y [ 8 1 (o] ol 2 ) [

» Janela de Algebra o [x] | » Janela de Visualizagio
- Fungao o
e f(x) = =

- Hexagono

L@ pol2=0.5

Ponto
=1, 0)

34

2,0)
E=(4,0)
o F=1{4.31,-0.35)
G={(2,0.5)
H= (4, 0.25)
1={1,0.5)
J=(3,0.5)

K=(3, 0.25)
L={(5, 0.25)
- Quiadrilatero

= Reta
@ arx=1

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
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A éarea calculada pelo software dos retangulos foide 1 + 0,5 =1,5 u.a.

f) Quatro retangulos cujas alturas sejam dadas pela imagem da funcéao

no ponto médio da base do retangulo (regra do ponto médio).

f0) =7

Figura 13 - Area limitada pela curva da funcéo %, no intervalo [1,5],
calculada por quatro retangulos cujas alturas sdo dadas pelas imagens da
funcdo no ponto médio da base de cada retangulo (regra do ponto médio)

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

- . ] -
s AL o]o] 4]
» Janela de Algebra ] | » Janela de Visualizagao
K=1{2.51,04) ~ | (0o3l284

L ={3.5, 0.29)
M = (4.5, 0.22)
N=1{1, 0.67)
0= (2, 0.67)
P=1(2,0.4)
Q-=(3,0.4)

P U=(50.22)
Cluadrilatero
& poll=0.67
— @ pol2=04
& pol3=0.29
& pols5=0.21
Reta

F R N

(&.24, -0.82)

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Dessa forma, a partir do software utilizado, pode-se notar que a area = 0,67 +
0,4+0,29+0,21 =157 u.a.

Pode-se inferir, portanto, diante dos exercicios exemplificados que quanto
menores forem as medidas das bases desses retangulos, mais subintervalos
teremos e, portanto, mais proximos da area real estaremos. Em todos os casos, as
aproximacdes chegardo perto da area real, desde que todos os retangulos sejam
suficientemente estreitos. Dessa forma, quando se tem poucos retangulos, a regra

do ponto médio é a que melhor se aproxima.

3.2.2 Valor Médio

Geometricamente, o valor médio de f(x), sendo f(x) > 0, € a altura média de
um retangulo, utilizada para calcular a area aproximada entre a curva e o0 eixo das

abscissas, num determinado intervalo (FIGURA 14).
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Figura 14 - Valor médio

r flx)=c H

ia) ib)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 360.

Em (a), foi utilizada uma figura cuja formula para o célculo de é&rea é
conhecida:
Area do retangulo = Base x Altura
A=(b-a).c
Logo,
__A
b—a

O valor médio de f(x) = ¢ no intervalo [a, b] é, portanto, a area do retangulo

c

dividida por (b — a). Em (b), j& foi utilizada uma figura cuja férmula para o calculo de
area é desconhecida. Nem por isso o procedimento sera diferente, pois a ideia
continua sendo a mesma. O valor médio de g(x), ou seja, a altura média da area
abaixo da curva, no intervalo [a, b] é, portanto, a tal area dividida por (b — a).

Portanto, para se calcular o valor médio, deve-se, primeiro, calcular a medida
da area e, entdo, dividi-la pelo comprimento da base. O resultado obtido sera o tal
valor médio, ou melhor, a altura média. Multiplicando o comprimento da base pelo
valor médio, obtém-se a area da figura. Caso ndo seja possivel calcular as medidas
exatas, seréo obtidas medidas bem préximas.

Exemplo:

Através das aproximagOes finitas, estimar a area sob a curva da funcéo
f(x) =senx, entre X=0 e X=7 e, logo em seguida, estimar o valor médio da

fungdo, nesse intervalo, utilizando dez retangulos circunscritos:



46

Resolucdo com o auxilio do software GeoGebra:

Senx

Figura 15 - Area limitada pela curva da fun¢éo F(x)= ,hointervalo[ 0, 7]

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

- . . [ad
‘ %v .ﬂv /v‘ ”:ﬁv E:hv ®v IQ? 'Q)l* xv ABC? _ai— WJ] ;

w R i

¥ Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagdo
= Funcdo |

2 f(x) = sen(x) 14
= Numero

N

Entrada: | SomaDeRiemann Superiorfy=sin{x)},0,pi,10]

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Pode-se notar na figura 14, que, ap0s a insercdo dos dados no software,
chegou-se as seguintes medidas:

Area total= 2,3 u. a.

Comprimento da base total =7 = 3,14 u.c.

Logo, o valor médio é iguala 2,3 + 3,14 = 0,73 u.c.

3.2.3 Comprimento do arco de uma curva plana

Segundo Flemming e Goncgalves (2006, p. 335), “a representacdo de uma
funcdo y = f(x) num intervalo [a,b] pode ser um segmento de reta ou uma curva
qualquer. A porcdo da curva do ponto A (a,f (a)) ao ponto B (b, f (b)) € chamada
arco”. O objetivo, portanto, € estimar o comprimento desse arco, intuitivamente
(FIGURA 16).
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Figura 16 - Comprimento do arco

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 335.
Observe:

a) O grafico abaixo no intervalo [a,b] representa um segmento de reta
(FIGURA 17).

Figura 17 - Comprimento do segmento de reta

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves, 2006, p. 335.

O comprimento s desse segmento AB indicado na figura 16 pode ser

calculado através do Teorema de Pitagoras. Veja:

s? =(b-a)’ +(f(b)- f(a))
s=y(b-a) +(f(b) - f(a))

b) Ja o grafico abaixo, no mesmo intervalo, representa uma curva qualquer
(FIGURA 18).
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Figura 18 - Comprimento de uma curva qualquer

Fonte: Flemming e Goncalves, 2006, p. 336.

O comprimento s dessa curva mostrada na figura 18 pode ser calculado
através da soma de n pequenos segmentos, obtidos também pelo Teorema de
Pitdgoras. Nesse caso, cada segmento estara representando a hipotenusa de um

tridngulo retangulo.

Figura 19 - Comprimento de uma curva qualquer, através da soma de n
pequenos segmentos, representados pelas hipotenusas dos triangulos
retangulos

Fonte: Adaptado de Flemming e Goncalves, 2006, p. 336.

Assim, S, é a soma das medidas das hipotenusas determinadas no intervalo

dado. Observe que quanto menor for o A,, mais proximo do comprimento real se

estara. Portanto:

S, =06 = %o)2 +(F () = F (X)) 440 = %) 2+ (F () = F (X)) + et (% =X 0)? + (F (%) = F(%,1))?

Logo,
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S, =2t %)+ ()= 6 )7

Analisando sob outro aspecto cada triangulo gerado, tem-se, através do
Teorema de Pitagoras (FIGURA 20):

Figura 20 - Triangulo retangulo

]

Ay

] ,

Ax;

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, S, é a soma das medidas das hipotenusas L,
S, =Y AL
i=1

pe{

Exemplo:
Através das aproximacdes finitas, estimar o comprimento do arco da curva da

funcdo f(x)=senx, entre x=0 e Xx=2r, utilizando oito triangulos retangulos com

mesma medida de base.
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Resolucdo com o auxilio do software GeoGebra:

Figura 21 - Comprimento do arco da curva da fungdo | (X) =S 1 intervalo

[0, 27z] utilizando oito tridngulos retangulos com mesma medlda de base

Arquivo Editar Exibir Opcgdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra ¢ Janela de Visualizagio

Segmento

a, =071
K]1 =0.71
b,=0.71

d1=1.EIE

e, =1.06

f,=071

e @

[N S Wiy W S S S Wi W Wi W SIS S VI I VR I T

[

Entrada: f(x)=sen{x)

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

Dessa forma, as medidas dos catetos do triangulo ADJ séo dadas por:

AD =079
Dy =071

Aplicando o Teorema de Pitdgoras, pode-se calcular a medida da hipotenusa

AJ
A7 =D +DJ
A7 =079 +0.71°
A7 =11282
AT =106
Obs.: Como o GeoGebra calcula a medida da hipotenusa, ndo € necessario

utilizar o Teorema de Pitagoras. Portanto, a partir de agora, serdo apresentadas as

medidas das outras sete hipotenusas ja calculadas pelo software.



Triangulo JPK:

JK =084

Triangulo KLP:

KL =0,84

Triangulo BEL:

BL =106

Triangulo BHM:

BM =1,06
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Triangulo MNQ:
MN =0,84
Triangulo NOQ:
NO=084
Triangulo FIO:
OF =1,06

Agora, basta somar as medidas das oito hipotenusas obtidas, para se estimar

o comprimento da curva, no intervalo dado.

n
Como s, =3 (xy —xp1)? + (F (x9) —  (x1))2 . tem-se, entao:

i=1

S =1,06+0,84+0,84+1,06+1,06+0,84+0,84+ 1,06

Sg =7,6u.c.

3.2.4 Volume de um solido de revolucéo

Segundo Flemming e Gongalves (2006), fazendo uma regidao plana girar em

torno de uma reta no plano, obtém-se um sélido, que é chamado sélido de

revolucao. A reta ao redor da qual a regido gira € chamada de eixo de revolucéo.

Observe alguns casos:

a) Girando a regiao limitada pelas curvasy =0,y = x e X =4 em torno do eixo

X, 0 sélido de revolucao obtido € um cone, como indicado na figura 22.

Figura 22 - Visualizacdo do soélido gerado a partir da rotacédo da reta de
equacao y = x, no intervalo [0, 4], em torno do eixo X

XY

r

LY

S

XY

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 346.
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b) Girando o retangulo limitado pelasretas x =0,x=1,y=0ey =3 em torno
do eixo y, obtém-se um cilindro (FIGURA 23).

Figura 23 - Visualizacao do solido gerado a partir da rotacédo da reta de
equacao x = 1, no intervalo [0, 3], em torno do eixo y

AY
3 —
N

X 1

XV

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 346.
c) Girando uma regido plana qualquer em torno do eixo X, obtém-se o solido

de revolucéao representado na figura 24.

Figura 24 - Visualizac&o do sélido gerado a partir da soma dos volumes dos
cilindros

Y
4 \\+\
&

!

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 347.

Assim, seja AX;j = Xj — Xj_1 0 comprimento do intervalo [ Xj_1, X; ]-

Em cada intervalo [x;_1, X; ], escolhe-se um ponto qualquer c; .

Para cada i, i = 1, ..., n, constroi-se um retangulo R;, de base Ax; e altura

f(cj) . Fazendo cada retangulo R; girar em torno do eixo X, o soélido de revolugéo
obtido passa a ser um cilindro. No cilindro, f(cj) passa a ser a medida do raio e Ax;

passa a ser a medida da altura, cujo volume é dado por: V = Area da base x altura.
Assim,
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V=rzrlh
_ 2
V= ﬂ.f(Ci) .AXi
A soma dos volumes dos n cilindros, pode ser representada por V,:

Vi=m.8(c)2.Axg + 7.1 (Cp 2. A%y +...+ 7. (¢ )?. AX,

n
Vo= 7 f(ci).ax ou Vy =Y 7.f(x)?.Ax
i=1 i=1

Essa formula da uma aproximacdo do volume do solido representado na
figura 23.
A figura 25 ilustra a soma dos volumes dos cilindros se aproximando do

volume real.

Figura 25 - Visualizac&o do sélido gerado a partir da soma dos volumes dos
cilindros, com alturas menores

Fonte: Flemming e Goncgalves, 2006, p. 348.

Exemplo:
Através das aproximacdes finitas, estimar o volume do sélido de revolucéo

gerado pela rotacdo da reta f(x)=2x+1 em torno do eixo X, no intervalo [0, 2],

utilizando oito cilindros com mesma medida de altura.
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Resolucdo com o auxilio do software GeoGebra:

Figura 26 - Volume do sélido de revolucédo gerado pela rotacdo em torno do

eixo X, da area limitada pela curva de equacdao F(x) = 2X+1, no intervalo [0, 2],
utilizando oito cilindros com mesma medida de altura

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

2 AL Ol O) 4

F Janela de.ilgebra ¥ Janela de Visualizagdo
= Funcio

B =(0.25,1.5)

B, =(0.5, -1.5)

C={0.5,2)

P
= (U.Fo,

J=1{0, -1}
K=1{0.25,-1.5)
L={0.5, -2}
M= (0.75, -2.5)

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Essa figura 26 apresenta a vista lateral do solido gerado, obtendo-se oito
cilindros de mesma altura com raios que variam de 1 a 4,5 u.c. A partir dai, calcula-
se o0 volume de cada um deles, somando-os a fim de calcular o volume aproximado,

COMo a sequir:

Volume 1: 7.12.0,25~ 0,78 uv

Volume 2: 7.152.0,25~177 uv
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Volume 3: 7.22.0,25 ~314 uv
Volume 4: 7.2,5%.0,25~ 4,9 uv
Volume 5: 7z.32.0,25 ~7,07uv
Volume 6: 7.352.0,25 ~9,62u.v
Volume 7: 7.42.0,25 ~12,57 uv

Volume 8: 71'.4,52.0,25 ~159 uv

Tem-se, entdo, o volume total aproximado:
L 2
Vn= Z TT. f(Ci) .AXi
i=1

Vg ~ 0,78 +1,77 + 3,14 + 4,9 + 7,07 + 9,62 + 12,57 + 15,9
Vg ~ 55,75 uv

Observe que quanto menor for a medida do intervalo da altura do cilindro, ou

seja, a medida de Ax;, mais cilindros sdo obtidos e mais proximos do volume real

sua soma estara.

3.3 Limites de somas finitas

Como visto, as aproximagfes de somas finitas descritas anteriormente

ficavam mais precisas conforme o numero de termos crescia e a medida Ax;dos

subintervalos diminuia.

O exemplo a seguir (STOCHIERO, 1992, p. 50) mostra como calcular um
valor limite quando a base do retangulo tende a zero e o nimero de retangulos
cresce rumo ao infinito, ou seja, tende ao infinito.

“Calcular a area limitada pela reta f(x)= x — 1 e pelo eixo x, no intervalo [1, 5],
utilizando o limite de somas.”

Isso sera feito dividindo o intervalo em n subintervalos iguais e utilizando
retangulos inscritos.

Ainda segundo Stochiero (1992),
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[...] todo o raciocinio desenvolvido com a utilizagdo dos retangulos inscritos
também é valido para os retangulos circunscritos. Ao considerarmos o
namero n de retangulos circunscritos suficientemente grande, os fragmentos
de area em excesso (que extrapolam a regido dada) também serdo
despreziveis e o resultado encontrado serd 0 mesmo. Analogamente, a
utilizacdo de retadngulos semi -inscritos nos conduz ao mesmo resultado.
(STOCHIERO, 1992, p.54).

O que foi dito por Stochiero (1992) pode ser visualizado a partir da figura 27:

Figura 27 - Area limitada pela curva de equacao f(x)= x — 1 e pelo eixo x, no
intervalo [1, 5], utilizando o limite de somas

Arguive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

L3 .“’*_{‘ ’_/'”_‘ ;_,_ I_}:—{H @7 -@7 .C':L x_{ ABC _aii_J :

37| v ¥ s

» Janela de Algebra = [x] | » Janela de Visualizagio =]

-

-~

Entrada: fix)=x-1

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Assim, como pode ser notado na figura 27, tem-se que:
Numero de subintervalos (ou niumero de retangulos): n

Comprimento de cada subintervalo x; (ou comprimento da base de cada

retangulo): Ax = 5-1_4
n n

Altura de cada retangulo: f(x;)

Percebe-se, entdo, que h4, no exemplo acima, uma boa aproximacao da area
desejada, somando as areas dos retangulos, ou seja, através do somatorio:

n

A= Z f(Xi).AXi.

i=1
Entende-se, ainda, que quanto menor for a medida da base do retangulo,

mais retangulos no mesmo intervalo sédo obtidos e, portanto, mais proximos da area
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real sua soma estara. Por isso, surgiu a necessidade de utilizar o Limite para
aprimorar a eficacia do céalculo, conforme féormula a seguir:
n
A=lim2 f(xi)ax
n—ooj=1
Vale a pena observar que aumentando o numero N de retangulos
indefinidamente, ou seja, N — o0, consequentemente, 0 comprimento de sua base
Ax vai tendendo a zero, ou seja, Ax — 0. Por isso, pode-se escrever a formula da
area de outra forma também, quer seja:
n
A=lim 2 f(xi)ax
AX—0 j=1
Assim, voltando aos dados do exercicio, tem-se que Axé constante e que

f(x;) varia de acordo com o intervalo, sendo necessario, entdo, determinar uma

expressao para representar f(x;).

Analisando novamente a figura 26 entende-se que:
X1 =1

Xp =1+ AX

X3 =14 2AX

Xq4 =1+ 3AX

Portanto, a area podera ser calculada pela formula:

A= lim . 1 1 Ax A-limy (-0

n—owij=1 n—ooij=1
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16 & . .16 (n®-n
A=j _2_20—1) A=lim— |
n—oo N j=1 n—oo N
16 (&, & _ 8 2_)
A= lim[ 331 A=lim—5 02 -n
n—»o0 i=1 =1 n—>0
A:“m%nnﬂ)—n} _Ilm(8_ﬁj
noonl 2 N—>co
2 A—>8-0
A li 16 [ n“+n-2n
=1lim 2 5 A—8u.a
n—oo N

Eis outro exemplo:
Calcular o volume do soélido de revolugédo gerado pela rotacdo em torno do
eixo X, da area limitada pela curva de equacao f(x) = x, no intervalo [0, 2], utilizando

o limite de somas. A resolucdo com o auxilio do GeoGebra € apresentada na figura
28.

Figura 28 - Volume do sélido de revolucédo gerado pela rotacdo em torno do
eixo X, da area limitada pela curva de equacéo f(x) = x, no intervalo [O, 2],
utilizando o limite de somas

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

I~ il ellel )8

W

Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagdo
- Funcio 2
e fx) = x
0 gx) = —x
Faonto
@ A=(0,0)
@ Ay =01.75,1.75)

mm
[

1,0}
(2, 1.75)

©C

C
C

= (0.5, 0)
,=(1.75, 1.75)

tUS 0.5)
=(2, -1.75)

mm lJD

]

00eeeeEC

T

) 1={1, 0]
J =1{0.25, 0)
= (0.75, 0)
L ={0.25, 0.25)
M = (0.5, 0.25)
N = {0.75, 0.5)
0 = (0.75, 0.75)

D={41 N 75\

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.
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Pode-se verificar, portanto, que a figura 28 representa a vista lateral dos n
cilindros, com n— o, de altura Ax, com Ax — 0, que, juntos, tendem a formar um
cone. Ja foi compreendida, entdo, a possibilidade de uma boa aproximacéo do
volume desejado, somando os volumes dos n cilindros, ou seja, através do

somatorio:

n
Vo= 7f(x)? Ax
i=1

Percebeu-se, ainda, que quanto menor for a medida da altura de cada
cilindro, mais cilindros no mesmo intervalo serdo obtidos e, consequentemente, mais
proximos do volume real sua soma estara, o que permitiu a utilizacdo do Limite para
aprimorar a eficacia do calculo, sob a formula:

n
Vo =lim X f (%)
n—o j=1

Vale a pena observar que, da mesma maneira como ocorreu no calculo de
area, aumentando o numero n de cilindros rumo ao infinito, ou seja, n—o,
consequentemente, a medida de sua altura Axvai diminuindo rumo a zero, ou seja,

Ax — 0. Por isso, pode-se escrever a formula do volume da seguinte maneira:

n
> 7.f(x;)?.Ax, onde:

V= lim
AX—0 -1

Assim, ainda analisando a figura 28 tem-se que:
X1 =0

Xp =0+ AX

X3 =0+ 2AX

Xq = 0+ 3AX



Logo,
f(xi)=xi

f(xi)=(-1)

Portanto,

SN

n
Vi =1im Z”-f(x )2 AX

n—oo j=1
. n . 2 2 2
Vo =lim 2= [('—1)-5} -
n—oo j=1
. 2 . . 4
Vo =lim —EZ(|2—2|+1)—2}
now| Mix n
. _87r n
:mﬂ‘EZG'QHJ
n—oow | N7 i=1
Vo = lim 8—’;( Y2~ 22“21]
n—oo = =1 i=1
. n +12n+1 nin+1
N EE TR
n—oo LN

Vo =1Im

n—oo L

KV r(n+1x2n+1)_n2__n+nj}

Vo =1Im

n—oo L

87 (n(n+1)(2n +1)_n2ﬂ

Vin=]im

n—oo

Vo =1im

Nn—oo

Vo =1Im

nN—o0

Vo =1Iim

n—oo L

8

n3 6

8z (n(n+1)2n +1)_n(n+1)+nﬂ

n3 6

n3 6

n3 3

47 [ n(n+1)2n+1)—6n? ]]

4—”(Zn3 —3n2 + n)}

_3n3
_872 A 47[}
___+_

3 n 3n2

Vi > —U. V.
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3.4 O limite de somas visto como uma Integral Definida

O simbolo I foi introduzido por Leibniz e é denominado sinal de integracao.

Esse simbolo representa um S alongado, isso porque a Integral € um limite de

Somas finitas.
b : ~ I
Na notag&o -[a f(x)dx, f(x)é chamado integrando; a e b s&o os limites de

integracdo, onde a € o limite inferior e b o limite superior; algebricamente, dx indica
que a variavel da funcdo integrando € x; geometricamente, dx indica o quanto x esta
variando, no calculo de uma area, volume, curva etc., podendo representar

comprimento da base, largura ou altura de uma determinada figura.

n
A soma S:Zf(ci)-AXié chamada soma de Riemann, em homenagem ao
i=1

matematico alemdo Bernhard Riemann® (1826-1866), onde Ax;é a largura do
intervalo.

S, entéo, representa a soma das areas dos retangulos limitados entre a curva
da funcéo f(x) e o0 eixo x ou g(y) e 0 eixo y. Esse € o conceito geométrico da Integral
Definida, que permite, entre outras coisas, o célculo da area de forma integral. Logo,

a Integral Definida de f em [a,b] € o limite das somas de Riemann, sob a férmula:

n
j: f(x) dx = im > f(ci).Ax

n—oo i=1
Segundo Stewart (2014, p.350), o “Teorema Fundamental do Calculo” é
apropriado, pois estabelece uma conexao entre os dois ramos centrais do Célculo, o
Diferencial e o Integral, considerados como inversos um do outro. Isto significa que
se uma funcdo continua é primeiramente integrada e depois diferenciada (ou vice-

versa), volta-se a fungéo original, como visto a seguir:

! Bernhard Riemann realizou seu doutorado sob orientacdo de Gauss, na Universidade de Gottingen,
e la permaneceu para ensinar. Gauss nao tinha o habito de elogiar outros matematicos, mas referiu-

se a Riemann como uma “mente criativa ativa, verdadeiramente matematica, e de uma originalidade

gloriosamente fértil”. Infelizmente, faleceu aos 39 anos, de tuberculose. (STEWART, 2014, p.350).
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Integral indefinida:
I f(x) dx = g(x)+c— Admite inf initas solugdes.

Integral definida:
| : f(x) dx = g(b)- g(a) > Admite uma unica solug&o.

Onde g(x) éa primitiva de f(x),istoé,uma funciotal queg '(x) = f (x).

Ainda segundo Stewart (2014, p.360), € necessaria uma distingdo cuidadosa
entre Integral indefinida e Integral Definida, ja que, enquanto a Integral indefinida é

uma funcdo ou uma familia de curvas, a Integral Definida é um namero.
3.5 Teorema do Valor Médio

Seja f integravel em [a,b], entdo, o Valor Médio f(c) em [a,b], também

chamado de Média é dado por:

1 b
M(f) - f (C) :E.Ia f(X) dX
Geometricamente, sendo f(x) > 0, (b - a) é a base do retangulo e f(c) € a altura
média desse retangulo. Assim, o produto entre a base e a altura gera a area sob a
curva f(x), limitada pelo eixo x, no intervalo [a,b]. Observe na figura 29 que uma
regido é aproveitada e a outra ndo, pois uma acaba compensando a outra. Com

isso, obtém-se uma &rea muito préxima da real, que pode ser calculada

intuitivamente por I f(x) dx. O interessante é, inicialmente, calcular o valor médio
a

f(c) e logo em seguida, calcular o valor de c, pois é ele que equilibra essa espécie de

balanca.
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Figura 29 - Teorema do valor médio

Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

‘%7'—,/—, i",_( - i | _éx_hﬂc

7 7 7 7 7 7 7 |
Janela de Algebra ] | » Janela de Visualizagao
- Funcao
@ f(x) = sen(x) 4+ 2.02 3
- Ponto
i A=(1.50)
B=(4.76,0)

C=1{1.5, 2.02)

D = (4.76, 2.02)
E=(3.13, 2.02)
Qi adrilatero
(@ poll=6.59
- Reta

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

De acordo com a figura 29, pode-se verificar que, como f(c) representa a
altura média do retangulo, é possivel, a partir dessa informac¢éo, chegar ao nimero
representado por c. Esse Teorema, portanto, mostra que é possivel calcular a area

sob a curva através do calculo da area de um retangulo.

Exemplo:

Determinar o valor médio de f(x) = 4 - x no intervalo [0, 3] e em que valor c do

dominio dado, f realmente assume esse valor:
1 b
flc)=——. f(x) dx
©) =2 [, 0

Resolucéao:

Primeiramente, torna-se necessario, para resolver essa questdo, o desenho
do grafico (FIGURA 30):
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Figura 30 - Grafico da funcéo f(x) =4 - x no intervalo [0, 3]

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Apbs o desenho do gréfico, é preciso limitar a area de acordo com o intervalo
dado, como apontado na figura 31:

Figura 31 - Area limitada pela reta de equacéo f(x) = 4 - x no intervalo [0, 3]

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

LY B P B¥ 1= [o [=) PN

v v v

Janela de Algebra =] | » Janela de Visualizagio
Funcio "
» fi(x) = 4 —x
FPanto
& A=(0,0)
& B=(30
& C=(31)
# D=(0,4)
Ctuadrilatero
# pol1=T7.5
Reta
4 ax=3
Segmento
a, =3
b=1
c=4.24
d=4

D

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.
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Utilizando a férmula do valor médio e os dados da figura 31, pode-se calcular

f(c) e o valor de ¢, como abaixo:

3

75
f(c)= >
f(c)=25

Assim, se f(x) =4 -x e f(c) =2,5,entdo 4 —c = 2,5. Logo, c =1,5.

Portanto, o retangulo indicado na figura 31 com base no intervalo [0,3] e altura
2,5 tem area igual a area entre o grafico de f e o0 eixo x, no mesmo intervalo. Dessa
forma, ¢ = 1,5 é o valor de x que equilibra a balanca, ou seja, que fornece a altura
desejada exata.

Figura 32 - Valor médio da funcao f(x) =4 - x no intervalo [0, 3]

Arguivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
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O retangulo, naturalmente, assume uma forma geométrica diferente da
original, porém, com mesma area. Observe que a area que sobra no retangulo

equivale a &rea que falta na figura original.
3.6 Teorema Fundamental do Calculo

O Calculo Diferencial surgiu de um problema cujo objetivo era obter a
equacao da reta tangente a uma curva num determinado ponto, enquanto o Célculo
Integral surgiu de um problema cujo objetivo era o calculo da area de uma figura
plana com forma desconhecida.

O inglés Isaac Barrow (1630-1677), mentor de Isaac Newton em Cambridge,
Inglaterra, descobriu que esses dois problemas estdo, na verdade, estreitamente
relacionados, percebendo que derivacédo e integracdo sédo operacoes inversas. O
“Teorema Fundamental do Calculo” fornece a relagcdo inversa precisa entre a
derivacéo e a integracao.

Como ja dito anteriormente, Leibniz e Newton observaram que o Teorema
Fundamental do Célculo os capacitou a calcular areas e Integrais Definidas muito
mais facilmente que Barrow, sem que fosse necessario calculd-las como limites de
somas, e sim usando a primitiva da fungéo envolvida.

Segundo Courant e Robbins (2000, p. 499), a nocdo de integracdo e de
diferenciacdo tinha sido razoavelmente bem desenvolvida antes do trabalho de
Newton e de Leibniz. Para desencadear a evolucdo da nova analise Matematica,
apenas mais uma descoberta era necessaria. Os dois processos de Limite
aparentemente ndo relacionados, envolvidos na diferenciacdo e na integracdo de
uma funcao, estdo intimamente relacionados. Sé&o, de fato, inversos um do outro,
como as operacoes adicao e subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Nao existe portanto,
um Calculo Diferencial e outro Célculo Integral separados, mas um so Calculo.

Ainda segundo Courant e Robbins (2000):

O grande feito de Leibniz e Newton foi o de terem pela primeira vez
identificado e explorado claramente este Teorema Fundamental do Calculo.
Naturalmente, sua descoberta situava-se no caminho correto do
desenvolvimento cientifico, sendo perfeitamente natural que varios homens
tenham chegado a uma compreensdo clara da situacdo, de modo
independente e quase ao mesmo tempo. (COURANT; ROBBINS, 2000, p.
499).
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Esse Teorema é dividido em duas partes. Segundo Thomas, Weir e Hass
(2009, p. 389), tem-se que:

Parte 1:
Se f € continua em [a, b], entdo, g(x):rf(t)dt € continua em [a, b] e

derivavel em (a, b) e sua derivada é f(x). Assim:

g()= [ S 10 dt=3 g0 = (0

Figura 33 - Teorema fundamental do Calculo

y =1t

AY /
g(x) \—>
§

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves, 2006, p. 265).

Entdo, da forma como explicitado, entende-se a possibilidade de relacionar as

operacOes de derivacéo e integracéo, conforme o exemplo a seguir:

Exemplo:

d (x
Calcular gx IO cost dt

X
0

= i sent
dx

— % (senx—sen0
dX(senx sen0)

d
=—sen X
dx

= COSX
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Parte 2:
Na parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo, Thomas, Weir e Hass (2009,
p. 392) afirma que, se f € continua em qualquer ponto de [a,b] e se g € uma primitiva

de f neste intervalo, entdo:

Vale a pena observar o quanto fica mais simples, pratica e rapida a resolugéo
de cada exercicio visto anteriormente, agora pela Integral Definida, utilizando o
Teorema Fundamental do Calculo.

Embora o Teorema possa ser surpreendente a primeira vista, ele fica
plausivel se sua interpretacdo for realizada em termos fisicos. Assim, se v(t) é a
velocidade de um objeto e s(t) € a sua posicdo no instante de tempo t, entdo,
v(t)=s’(t), de forma que s € uma primitiva de v.

Considerando um objeto que se move sempre no sentido positivo e fazendo a
conjectura de que a area sob a curva da velocidade € igual a distancia percorrida,

tem-se, entao:
b b
| . v(t) dt = s(t) _ =5(0)—=s(a)

Segundo Stochiero (1992), algumas propriedades do Teorema Fundamental

do Célculo sao fundamentais, tais como:

i) Se os limites de integracdo sdo iguais, a Integral é nula:

j:f(x).dx=o

i)Se houver a inversdo da ordem dos limites de integracéo, a Integral troca o

sinal;

j:f (x).dx = ‘I; f (x).dx

b
iii) Sendo a Integral 'fak. f (x).dx, o fator constante k pode ser transposto para

fora do simbolo da Integral:
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_[:k. f(x).dx = kj: f (x).dx

iv) A Integral de uma soma algébrica de fungdes é igual & soma algébrica das
Integrais das fungdes parciais:

J.:[f (x)+g(x)}dx = I: f(x).dx+ I:g(x).dx

v) A Integral Definida pode ser decomposta na soma algébrica de duas ou

mais Integrais parciais:

b c b
ja f (x).dx = ja f(x).dx+IC f (x).dx

Segundo George Thomas, Weir e Hass (2009), a possibilidade de encontrar
funcBes a partir de suas taxas de variacdo € uma das ferramentas de célculo mais

eficientes. Veja alguns exemplos de simples aplicacao:

1) Se uma bola for atirada ao ar com uma velocidade de 10m/s, sua altura

(em metros) depois de t segundos ¢é dada por s(t) =10t —4,9t>.

a) Calcule a velocidade quando t = 2.
Sabendo que a derivada da funcdo posicédo gera a funcéo velocidade, basta

derivar s(t) para obtermos v(t):

Dessa forma:

s'(t)=10-9,8t

v(t) = 10 — 9,8t (Essa é a funcdo que ira informar a velocidade da bola em
cada instante t).

Parat =2, tem-se:

v(2) =10-9,8.2

v(2) =-9,6 m/s

Vale ressaltar que o sinal negativo indica que a bola ja passou pelo ponto
critico (maximo) e, portanto, ja esta voltando (caindo/descendo) para o solo.
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b) Com que aceleracéo a bola atinge a superficie?

A funcéo aceleracdo pode ser obtida derivando a funcédo velocidade cuja
variavel é o tempo. Acontece que nao se sabe, por enquanto, quanto tempo essa
bola leva para voltar ao solo. Esse deve ser 0 primeiro calculo para esse exercicio.

Assim, sabendo que a posicao da bola, ao longo do tempo, é orientada pela
funcdo s(t) =10t—4,9t*, tem-se que obter os valores de t que zeram s, ou seja,
tempo inicial e tempo final, conforme explicitado:

10t —4,9t* =0

t(10-4,9t) =0

t = 0s (inicial)ou t:i—%s (final)

Agora que ja se sabe o tempo final, ou seja, quanto tempo ela demora para

retornar ao solo, fica facil calcular a aceleracdo da bola quando a mesma atinge a

superficie:
v(t) =10 - 9,8t
v'(t)=-9,8

a(t) =-9,8 m/s?

Observe que, nesse caso, ndo foi necessario utilizar o tempo final.

2) Sabendo que a aceleragéo de um corpo em queda livre a partir do repouso
é de 9,8 m/s?, determine:

a) A velocidade do corpo apos 2 segundos:
V() = [a(t)dt

v(t) = 9.8t

v(t) = 9,8t+c

Como o corpo cai partindo do repouso, v(0) =0, logo:
9,8.0+c=0

c=0

Portanto, a funcdo velocidade € v(t) = 9,8t
Entéo,

v(2) =9,8.2

v(2) = 19,6 m/s
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b) A posicao do corpo apés 2 segundos:
s(t) = [v(t)dt
s(t) = j 9,8t dt

t2
s(t) = 9,8E +C

s(t) =4,9 t*+c

Assim, se a altura inicial € s(0) = h, positiva para baixo a partir da posicao de
repouso, entao:

4,9.0°+c=h

c=h

Logo, a fungdo posicéo sera s(t) = 4,9 t*+ h.

Portanto, s(2) = 19,6 + h.

3) Calcular a area sob a curva da funcao f(x):l, entre x=1 e x=5,
X

utilizando o Teorema Fundamental do Calculo:

Para resolver essa questdo, torna-se necessario, inicialmente, esbocar o

grafico, auxiliando no seu entendimento (FIGURA 34).

Figura 34 - Area sob a curva da funcéo f(x) =£, entre x=1ex=5

X
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.
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Apo6s esbocado o grafico, deve-se determinar os limites de integracdo. Como
nesse caso, os limites de integracdo foram dados [1, 5], passa-se, entdo, para o
terceiro e Ultimo passo, que é calcular a area:

A= lim 3 flx hax

AXx—0i=1
51
A_.[I_ ; dx

5
A=Inx

A=Ih5-In1
A=1609 u.a.

Esse exercicio ja foi calculado anteriormente pelo método das aproximacdes
finitas. Ressalta-se nessa comparacdo que, enquanto pelo método das
aproximag0Oes finitas obtém-se 1,57 u.a., pelo Teorema Fundamental do Calculo,
obtém-se 1,609 u.a., uma medida préxima, porém, mais precisa que a do método
anterior.

4) Calcular o volume do soélido de revolucéo gerado pela rotagdo em torno

do eixo x, da area limitada pela curva da funcdo f(x)=2x+1, no intervalo

[0, 2], utilizando o Teorema Fundamental do Célculo:

Para se resolver a questdo proposta, assim como nas demais, torna-se
necessario esbocar o grafico, como mostra a figura 35:
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Figura 35 - Vista lateral do sélido de revolucado gerado pela rotacdo em torno
f(x)=2X+1 15 intervalo [0,2]

do eixo x, da area limitada pela curva da funcéo
= [ | e E—

¥ GeolGebra
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

ApoOs desenhar o grafico, é preciso determinar os limites de integracédo. Nesse

caso, os limites de integracdo foram dados [0, 2], permitindo diretamente o calculo

do volume:

Vo=lim> 7. f(x ). Ax

AX—0 i-1
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Vi, =;z.j0(4x +4x+1)jx

43 ax? 2
Vhp=r|—+—+X
3 2 0

3
Vp = 7. [45 222+2} o]

Vp =1. %+10}

V= Qﬂ u.v.
3

Vi = 65,97 u.v.

Esse exercicio ja foi calculado anteriormente pelo método das aproximacdes
finitas. Ressalta-se, assim como no exercicio anterior, que pelo método das
aproximacoes finitas, obtém-se 55,75 u.v., enquanto que pelo Teorema Fundamental
do Célculo, o resultado é de 65,97 u.v., uma medida proxima, porém, mais precisa

gue a anterior.

5) Calcular o comprimento do arco da curva da fungcao f(x) =senx, entre

x=0 e x=2r, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo:

L= lim Z 1+(A§I] AX;
1

AX—)OI )
L= j 1+(dyj dx
dx
L=I§”V1+c032x dx

Essa Integral ndo pode ser facilmente calculada a mao, por isso a

necessidade de uso de um software, como o VCN, como mostra a figura 36.
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Figura 36 - Comprimento da curva calculadopeloVCN
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Fonte: Elaborada pelo autor no VCN

Logo,

L=7,66u.c.

Ressalta-se que também esse exercicio ja foi calculado anteriormente pelo
método das aproximacdes finitas, notando-se que pelo método das aproximacdes
finitas, obtém-se um comprimento de 7,6 u.c., com oito triangulos retangulos,
enquanto que pelo Teorema Fundamental do Calculo, é encontrado comprimento

igual a 7,66 u.c., que, apesar de ser uma medida préxima, € mais precisa.
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4 TEORIAS EDUCACIONAIS E ASPECTOS METODOLOGICOS

Ao iniciar-se essa pesquisa, foi dada atencdo aos suportes teoricos,
procurando orientacbes metodologicas, educacionais e didaticas adequadas, de
cujos principios foram feitas aproximacfes. O conjunto de Atividades Didaticas foi
organizado, aplicado e observado, em sua execucédo, pelo professor/pesquisador,
especialmente a luz das teorias educacionais de Zabala (1998) e de Duval (2009). O
desenho ou estrutura metodoldgica geral da pesquisa fundamentou-se em Fiorentini
e Lorenzato (2006).

4.1 Os conteudos de aprendizagem

A aprendizagem, segundo Zabala (1998, p.63), de uma forma sintética, € uma
construcdo pessoal que cada aluno realiza gracas a ajuda que recebe de outras
pessoas. Esta construcdo, através da qual se pode atribuir significado a um
determinado objeto de ensino, implica a contribuicdo por parte da pessoa que
aprende, de seu interesse e disponibilidade, de seus conhecimentos prévios e de
sua experiéncia.

Em tudo isso, desempenha um papel essencial a pessoa especializada
(professor), que ajuda a detectar um conflito inicial entre o que ja se conhece e 0
gue se deve saber; que contribui para que o aluno se sinta capaz e com vontade de
resolvé-lo; que propbe o novo conteuddo como um desafio interessante, cuja
resolucédo tera alguma utilidade; que intervém de forma adequada nos progressos e
nas dificuldades que o aluno manifesta, apoiando-o e prevendo, ao mesmo tempo, a
atuacdo autbnoma do aluno.

Esse € um processo que ndo sO contribui para que o aluno aprenda certo
conteudo, mas também faz com que aprenda a aprender e que perceba que € capaz
de aprender.

Para Zabala (1998, p.30), o termo contetudo vai além do simples carater
cognitivo, ampliando o termo para “Conteudo de Aprendizagem”, entendido como
“tudo quanto se tem que aprender para alcangar determinados objetivos que nao
apenas abrangem as capacidades cognitivas, como também incluem as demais
capacidades”, tais como motoras, de organizacdo, de generalizacdo, de critica, de

reflexdo, de relacdo interpessoal, de inser¢cdo social, entre outras. Porém, essas
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capacidades fazem parte do “curriculo oculto”, como pontua o autor, néo
aparecendo, em geral, no plano de ensino de uma disciplina.

As Atividades dessa presente pesquisa, inspiradas nesse conceito de
Conteudo de Aprendizagem, constituiram-se em uma Sequéncia Didatica, que, em
Zabala (1998), pode ser entendida como um conjunto de atividades ou tarefas,
ordenadas, estruturadas e articuladas visando a realizacdo de objetivos
educacionais estabelecidos. Esse conjunto de atividades foi elaborado e aplicado,
conforme os quatro tipos ou categorias de contetudos de aprendizagem elencados
pelo autor, sendo eles: factuais, conceituais, procedimentais e atitudinais.

e conteudos factuais se referem ao conhecimento de fatos, acontecimentos,
dados e fenbmenos concretos e singulares. Devido as caracteristicas desse
tipo de conteudo, a aprendizagem envolve a repeticdo do conhecimento e é
uma aprendizagem do tudo ou nada, pois ndo se pode dar meio certo para a
data de um evento ou nome de uma pessoa. Assim, esse tipo de conteudo
envolve a capacidade de memorizacdo do aluno, que pode utilizar-se de
estratégias pedagdgicas que envolvam exercicios de fixacdo, repeti¢cao verbal
ou escrita, construcdo de esguemas, ou agrupamento por categorias. Sao
exemplos de conteldos factuais: datas comemorativas, nomes de pessoas,
localizacédo de um territorio, altura de uma montanha etc.

e contetdos conceituais devem favorecer a compreensao do conceito a fim

de utiliza-lo para a interpretacdo ou conhecimento de situacdes e, até mesmo,

para a construcdo de outras ideias. S8o exemplos de conteldos conceituais:
densidade, funcéo algébrica, poténcia etc.

e conteddos procedimentais devem incluir regras, técnicas, métodos;

exigem destrezas ou habilidades, estratégias, procedimentos, que deveréo

ser utilizados para se atingir um objetivo. S&o exemplos de conteudos
procedimentais: ler, desenhar, observar, calcular, classificar, traduzir, inferir
etc.

e contetdos atitudinais devem abordar aspectos relacionados a valores,

atitudes e normas. Os valores séo principios ou ideias éticas que permitem as

pessoas emitir um juizo sobre as condutas e seu sentido. Sdo exemplos de
valores: a solidariedade, o respeito, a responsabilidade, a liberdade etc. As
atitudes sado tendéncias ou predisposicdes relativamente estaveis das

pessoas para atuar de certa maneira. Sdo as formas como as pessoas
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realizam suas condutas de acordo com valores determinados. S&o exemplos
de atitudes: cooperar com 0 grupo, ajudar os colegas, respeitar 0 meio
ambiente, participar das tarefas escolares etc. Ja as normas sao padrées ou
regras de comportamento que se devem seguir em determinadas situacdes
obrigatorias a todos os membros de um grupo social. Exemplo de norma: para
se obter o titulo de Mestre em Ensino de Ciéncias e Matematica na PUC
MINAS, o aluno deve ter sido frequente, estar aprovado nas disciplinas, e ter

a sua dissertacdo aprovada pela banca examinadora. (ZABALA, 1998).

Ainda segundo Zabala (1998), o professor, ao elaborar as atividades
escolares, deve se propor a explorar estes conteddos para levar o aluno a adquirir
uma formacéo mais global. Porém, mesmo num modelo de ensino tradicional (aula
expositiva, estudo individual do aluno, revisdo do conteudo, prova, avaliagéo final),
em que o conteudo conceitual € muito forte, o professor pode ter oportunidade de
explorar um pouco dos demais conteudos.

Ja em um modelo de ensino néo tradicional, em que, por exemplo, se trabalha
com Projetos (situacdo problemética, formulacdo de questdes, respostas intuitivas
ou suposicoes, fontes de informacgao, busca de informacé&o, elaboracdo de solucéo,
conclusdes, generalizacdo, fixagdo ou memorizacao, prova ou exame, avaliacao do
processo), todos os tipos de conteudos de aprendizagem podem ser explorados,
contribuindo para uma formacao mais completa e cidada do estudante. Neste caso,
os alunos controlam o ritmo da sequéncia didatica de atividades, atuando
constantemente e utilizando uma série de técnicas e habilidades, como o dialogo, o
trabalho em pequenos grupos, a pesquisa bibliografica etc. Com isso, acabam
aprendendo a “ser’” de uma determinada maneira, mais tolerantes, cooperativos,
respeitosos, rigorosos, responsaveis etc.

Assim, diante do exposto e coerente com a teoria de Zabala (1998), na
sequéncia didatica da presente pesquisa foram elaboradas e aplicadas atividades
que:

e levassem em conta os conhecimentos prévios que cada aluno pudesse ter;

e seus conteudos fossem propostos de forma que se tornassem significativos

e funcionais;

e permitissem inferir se eram adequadas ao nivel de desenvolvimento de

cada aluno;
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e representassem um desafio alcancavel para o aluno, com acesso a
orientacao;

e promovessem uma atitude favoravel, ou seja, que fossem motivadoras e
educassem;

e estimulassem a autoestima e 0 autoconceito em relacdo as aprendizagens;
e ajudassem o aluno a adquirir habilidades relacionadas com o aprender a
aprender;

e permitissem ao aluno ser cada vez mais autbnomo em suas aprendizagens.

Nesse contexto, a proposta de trabalho apresentada aos sujeitos dessa
pesquisa procurou estimula-los e direciona-los para que se tornassem agentes da

construcdo do proprio conhecimento e de sua cidadania.

4.2 Registros de representacdo semiética

As representacfes semidticas, ou seja, as producdes constituidas pelo
emprego de regras de sinais (por exemplo, enunciado em lingua natural, numérica,
férmula algébrica, grafico, figura geométrica, entre outros), parecem ser o meio de
que o individuo dispde para exteriorizar suas representacdes mentais, ou seja, para
as tornarem visiveis ou acessiveis ao outro.

Segundo Duval (2009) em Matematica, as representacdes semidticas sao
necessarias ao desenvolvimento da atividade Matemética. Citando Granger (1979),

0 autor afirma que:

De maneira mais global, pode-se constatar que 0 progresso do
conhecimento vem acompanhado sempre da criagdo e do desenvolvimento
de sistemas semidticos novos e especificos que coexistem mais ou menos
com o primeiro dentre eles, aquele da lingua natural. Assim, a formac¢éo do
pensamento cientifico é inseparavel do desenvolvimento de simbolismos
especificos para representar os objetos e suas relacdes (GRANGER, 1979
citado por DUVAL, 2009, p.16).

Dessa forma, as representacfes mentais e as representa¢gfes semibticas nao
podem ser opostas como dois dominios totalmente diferentes. O desenvolvimento
das representacdes mentais efetua-se como uma interiorizacdo das representacoes
semidticas da mesma maneira que as imagens mentais sdo uma interiorizacdo das
percepcdes, como proposto por Vygotsky (1984) e Piaget (1979). “A isto, € preciso

juntar o fato de que a pluralidade dos sistemas semidticos permite uma
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diversificacdo das representagcfes de um mesmo objeto, aumenta as capacidades
cognitivas dos sujeitos e, em seguida, as suas representacbes mentais”
(BENVENISTE, 1974; BRESSON, 1987; citados por DUVAL, 2009, p.17).

Dessa forma, acredita-se que um trabalho de aprendizagem especifico
centrado sobre a diversidade de sistemas de representacdo, sobre a utilizacdo de
suas proprias possibilidades, sobre a comparacdo com suas diversas tradugdes,
pode ser de grande valia, sendo, inclusive, um dos objetivos desse trabalho.

Ainda segundo Duval (2009), ndo € possivel estudar os fenbmenos relativos
ao conhecimento sem se recorrer a no¢do de representacdo, jA que, desde
Descartes e Kant, ela esta no centro de toda reflexdo que se preocupa com as
guestdes da possibilidade e da constituicdo de um conhecimento certo. Assim, a
nocao de representacao torna-se essencial como forma sob a qual uma informacgao
pode ser descrita e considerada em um sistema de tratamento, tratando-se de uma
codificagéo da informacgéo.

Além disso, para Duval (2009), converter € transformar a representacdo de
um objeto, de uma situacdo ou de uma informacdo dada num registro em uma
representacdo desse mesmo objeto, dessa mesma situacdo ou da mesma
informacdo num outro registro. A conversao é entao, uma transformacao externa em
relacdo ao registro da representacao inicial. Pode-se dizer, portanto, que a execugao
de todo o trabalho realizado para fins dessa pesquisa perpassou pelo delineamento
de Duval, j& que sempre houve a preocupacdo com o0s registros e dados obtidos,
como a ocorréncia de falas, acontecimentos e, também, os protocolos realizados

pelos alunos.

4.3 Aspectos metodologicos

Este trabalho se propds a implementar Atividades Didaticas destinadas ao
estudo da Integral Definida, para explorar contetdos e estratégias de aprendizagem.
Tratou-se de uma Pesquisa-Acdo, entendida como uma forma de pesquisa
qualitativa participativa, com o pesquisador interagindo com o publico ou sujeito
pesquisado.

Barbier (2007) entende que na pesquisa-acdo 0 pesquisador tem uma

interacdo direta com 0 objeto pesquisado, participa das decisbes do grupo
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pesquisado e oferece aos seus membros conhecimento cientifico e metodologia
para realizar uma determinada agao.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), a pesquisa-acdo € uma metodologia muito
utilizada como um caminho na busca de elementos tedricos e praticos voltados ao
esclarecimento e/ou entendimento de algum problema ou situagéo observada.

Os educadores Fiorentini e Lorenzato (2006) definem pesquisa-acdo da

seguinte forma:

A pesquisa-acdo € um processo investigativo de intervencdo em que
caminham juntas a pratica investigativa, a pratica reflexiva e a pratica
educativa. Ou seja, a pratica educativa, ao ser investigada, produz
compreensdes e orientagdes que sdo imediatamente utilizadas na
transformacdo dessa mesma prética, gerando novas situagbes de
investigacao. (FIORENTINI; LORENZATO, 2006, p. 69).

Nessa modalidade de pesquisa, 0o pesquisador se vale da observagédo para
fazer a coleta de dados. Dessa forma, estando inserido no ambiente a ser estudado,
0 pesquisador € um observador critico e reflexivo, buscando elementos para
compreendé-lo ao mesmo tempo em que o transforma. Entretanto, dar clareza ao
grupo investigado, da natureza e dos objetivos do trabalho que estd sendo realizado
€ uma preocupacdo ética importante. Para Lidke e André (1986, p.26), “a
observacdo ocupa um lugar privilegiado nas novas abordagens de pesquisa
educacional”’, mas fazer uso de tal método de coleta exige alguns cuidados, tanto no
gue tange aos aspectos éticos, quanto a confiabilidade da pesquisa.

Portanto, entende-se que o planejamento se torna essencial e envolve a
andlise das diversas possibilidades de acdes, sendo o papel fundamental do
pesquisador ajudar ao grupo no processo de pensar, agir, refletir e avaliar.

A pesquisa-acdo, como ja dito, tem natureza qualitativa, ndo se preocupando
com mensurar o objeto, mas interessando-se por suas categorias e atributos, tais
como; qualidade, relacdo e acdo, mas algumas quantificacdes, julgadas
necessarias, nao sao proibidas.

Desse modo, no ambiente de pesquisa qualitativa, interessa a obtencéo de
dados que sejam oriundos de um dialogo entre o pesquisador e seus
pesquisados, captando o sentido que o0s sujeitos da pesquisa atribuem aos objetos
com 0s quais estdo em contato.

Diante do exposto, optou-se por essa metodologia por ser proposito desse

pesquisador, que na qualidade de professor, enfrenta, no dia a dia, em sala de aula,
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as recorrentes dificuldades dos alunos na aprendizagem do Calculo Integral e na
Matematica, em geral. A proposta, entdo, foi observar, analisar e intervir em um
pequeno grupo de alunos voluntarios de um curso de Engenharia Civil, ja repetentes
na disciplina de Calculo, que desenvolveriam um conjunto de atividades didaticas
planejadas.

Assim, as atividades foram realizadas sob a orientacdo do professor
pesquisador, num Centro Universitario de Belo Horizonte, onde ele trabalha.

Os estudantes participaram da pesquisa fora do horario normal de aula, das
12 as 13:40 horas, no laboratorio de informatica, durante 14 dias. Ao todo, foram 3
estudantes, que foram convidados a participar da pesquisa, a fim de ampliar sua
visdo em relacdo ao conteudo, valendo 28 horas/aula complementares no curso de
graduacdo em engenharia da Instituicdo. Porém, antes de partirem para a resolucao
das atividades, eles foram orientados a realizarem uma leitura prévia, escrita pelo
proprio pesquisador (Capitulo 3 deste trabalho), necesséaria a resolucdo da
sequéncia de atividades. Inicialmente, elas foram discutidas e desenvolvidas
individualmente ou em trio, com a intervencdo do professor pesquisador, sempre
que necessario.

A partir da aplicagcdo desse caderno, percebeu-se que algumas atividades
necessitavam de reajustes para melhorar a compreensao por parte do leitor, o que
foi feito no produto final. Vale a pena ressaltar, também, que o tempo inicialmente
previsto para o desenvolvimento das atividades foi de 20 horas/aula, o que néo foi
alcancado, em funcéo da complexidade de algumas questdes e do rendimento dos
alunos. Houve, portanto, a necessidade de oito horas a mais, totalizando 28

horas/aula.

4.4 Ferramentas computacionais

Dois softwares foram escolhidos como ferramentas computacionais auxiliares
para o desenvolvimento das Atividades Didaticas da pesquisa, sendo esses: 0
GeoGebra e Visual Calculo Numérico (VCN), por serem gratuitos e de facil
manuseio. A foto 1 mostra os alunos sujeitos da pesquisa trabalhando com os

softwares individualmente
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Foto 1 - Alunos desenvolvendo o caderno de atividades

Fonte: Imagens do pesquisador.

4.4.1 GeoGebra

O GeoGebra é um software gratuito de Matematica®, de facil manuseio, tanto
para estudantes do ensino basico como superior. Foi criado por Markus
Hohenwarter®, cujo projeto foi iniciado em 2001, na Universidade de Salzburg,
Austria.

O software GeoGebra possibilita o trabalho em geometria, algebra, estatistica
e calculo e sua interface principal de trabalho opera em duas e trés dimensdes. De
facil aprendizado, visualizacdo clara e interativa, agrega valor positivo,

principalmente pelo ganho em tempo de trabalho e resultados obtidos.

4.4.2 Visual Célculo Numérico (VCN)

O Visual Calculo Numérico (VCN) é um software gratuito de Matematica* com
interface de entrada numeérica direta, ou seja, ndo exige uma programacao previa.
Foi desenvolvido pelos professores Célio Humberto Vasconcelos, Cristina Almeida
Magalhdes, Dimas Felipe de Miranda, Lamounier Josino de Assis, Luiz C. Picoreli de
Araujo, Marcos Almeida Magalhdes, Pedro Américo Almeida Magalhdes e Pedro
Américo Almeida Magalh&es Junior, na PUC MINAS.

> GEOGEBRA. Download. Disponivel em: www.geogebra.org/download. Acesso em: 10 ago. 2014.
® Professor de Educacio Matematica na Universidade Johannes Kepler, de Linz, na Austria.

* PUC MINAS. Laboratério de Calculo Numérico. Disponivel em:
www.matematica.pucminas.br/lcn/vcnl.htm. Acesso em: 12 ago. 2014.



http://www.geogebra.org/download
http://www.matematica.pucminas.br/lcn/vcn1.htm
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O VCN possibilita opgBes como tratamento de fun¢des reais de uma variavel
real; representacdes de erros e operadores numericos, interpolacdo e extrapolacéo,
derivacao e integracdo numeérica, equacoes diferenciais, calculo de raizes, sistemas
lineares, ajuste de curvas e aproximacdo de funcdes, otimizacdo, somatério e
produtério de termos em sequéncias numéricas, em sua maioria com opc¢ao de
interpretacéo grafica dos intervalos numéricos trabalhados.

Seu facil manuseio, perante conceitos prévios formados, agrega agilidade,

confiabilidade e analise do comportamento dos dados inseridos.
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Para facilitar o acompanhamento da descricdo e analise das atividades,

optou-se por apresentar, no Quadro 1, os elementos estruturantes das 8 atividades

gue compdem o Caderno, produto desta pesquisa.

Quadro 1 - Elementos estruturantes das 8 atividades

ATIVIDADE DURACAO OBJETIVOS GERAIS METODOLOGIAS
Atividade 1: 2 h/aula Estimar medidas de areas, Utilizar as
Aproximacoes finitas volumes e comprimentos de | aproximacoes finitas,
(2 Questodes) arcos. o0 software
GeoGebraeo
calculo manual.
Atividade 2: 2 h/aula Lidar com o simbolo Utilizar a definicdo e
Somatério Somatoério. as propriedades do
(3 Questodes) Somatdrio e o
calculo manual.
Atividade 3: 4 h/aula Avaliar Limites de somas e | Utilizar propriedades
Limite de somas aplicar em calculo de area e dos Limites, do
finitas volume. Somatorio e o
(3 Questbes) célculo manual.
Atividade 4: 4 h/aula Entender o Teorema Utilizar a notacgdo de
Teorema Fundamental Fundamental do Calculo e Integral e o célculo
do Calculo aplica-lo em célculos de manual.
(3 Questdes) medidas geométricas.
Atividade 5: 4 hfaula Explorar a Integral Definida Utilizar a relac&o
O Limite de somas como limite de somas. entre a algebra e a
definido como uma geometria (equacgdes
Integral Definida e graficos) através
(5 Questdes) do calculo manual.
Atividade 6: 2 hlaula Explorar diferentes modelos Utilizar conceitos
Desenvolvendo para estimar medidas para a montagem
habilidades para o geomeétricas. dos modelos, o
calculo de éarea. calculo manual, o
(1 Questéo) GeoGebra e 0 VCN.
Atividade 7: 2 hlaula Desenvolver habilidades Utilizar conceitos
O uso do VCN e do para o calculo de Integrais para a montagem
GeoGebra para o Definidas. dos modelos, o
calculo da Integral calculo manual, o
Definida GeoGebra e 0 VCN.
(2 Questbes)

Atividade 8: 8 h/aula Representar Utilizar conceitos,
Experimentando matematicamente modelos féormulas, o célculo
diferentes midias e fisicos e avaliar suas manual, o GeoGebra
modelos medidas. e 0 VCN.

(6 Questbes)
Fonte: Dados da pesquisa.
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Entende-se por hora/aula (h/aula) o tempo de cinquenta minutos. No total,
foram 25 questdes, distribuidas em 8 atividades, desenvolvidas durante 14 dias, com
2 horas/aula por dia, num total de 28 horas/aula.

Em todas essas atividades, cujo texto completo estd no Caderno de
Atividades e é produto dessa pesquisa (APENDICE A), existe um objetivo comum,
que é incentivar o desenvolvimento das habilidades e autonomia do aluno quanto ao
estudo da Integral Definida e a utilizagdo de softwares, tais como o GeoGebra e o
VCN. Vale ressaltar, ainda, que foi utilizado, como texto extra-aula, o capitulo 3
desta dissertacao, servindo, portanto, como base de conhecimento prévio do aluno
sujeito dessa pesquisa, antes e durante a execucao das atividades em sala de aula,
contendo conceitos e exercicios resolvidos sobre aproximacdes finitas que
objetivavam colocar o aluno em contato com alguns contetdos na linha “do que
saber”, e de “como saber fazer”.

Esse conjunto de atividades foi elaborado, aplicado e analisado conforme os
qguatro tipos ou categorias de conteudos de aprendizagem, presentes em Zabala
(1998), quer sejam: factuais, conceituais, procedimentais e atitudinais, ja descritos
no capitulo metodolégico.

Além disso, a analise das atividades também teve como suporte a teoria de
Duval (2009), ja descrita no segundo capitulo deste trabalho. Ressalta-se que, a fim
de resguardar a identidade dos sujeitos dessa pesquisa, serdo utilizadas as

consoantes D, J e R para referir-se aos alunos participantes.

5.1 ATIVIDADE 1: Aproximag®es finitas

A atividade 1 possuia 0s seguintes objetivos especificos:

« calcular medidas de areas a partir das aproximacdes finitas, utilizando o
software GeoGebra;

« calcular medidas de volumes a partir das aproximacdes finitas, utilizando o
software GeoGebra;

« calcular medidas de comprimentos de arcos partir das aproximacoes finitas,
utilizando o software GeoGebra,;

* incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida e a utilizagcio do software GeoGebra.
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5.1.1 Descricao e analise

Essa atividade foi realizada em 2 h/aula na sala laboratorio de informatica da
instituicdo. As questdes foram resolvidas individualmente, utilizando o GeoGebra
para desenvolver habilidades com o software, visualizar e discretizar as figuras
geomeétricas em corte. Os alunos utilizaram também lapis, papel, borracha e
calculadora para desenvolverem os célculos a mao.

A atividade 1 era composta por 2 questdes. A primeira, versava sobre area e
volume, contendo 6 itens, de a até f., sendo que os itens e e f foram escolhidos para
analise, pois envolviam o célculo do volume de um soélido de revolucado, o que exigia

dos alunos habilidades ja adquiridas nos itens anteriores sobre calculo de area.

Questéo 1.

Dada a funcdo f(x)=x+1 limitada no intervalo [ 0, 2 ], calcular através das
aproximacoes finitas, utilizando o GeoGebra:

e) O volume do solido gerado pela rotacdo da area limitada pela fungdo em torno do
eixo X, com quatro cilindros inscritos de mesma altura, neste intervalo.

Para resolver esse item, o0 primeiro passo seria explorar a representacao
grafica usando o GeoGebra, software que era ainda desconhecido pelos alunos. O
professor pesquisador realizou as devidas orientacdes para a correta utilizacao das
ferramentas do software, e os alunos néo tiveram maiores dificuldades no uso dos
comandos. O Protocolo 1 apresenta a constru¢ao do aluno D. Ele, neste momento,
escolheu discretizar a variavel continua X, no intervalo [0, 2], em 4 faixas, com 0,5

unidade cada.
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Protocolo 1 - Construcao grafica da atividade 1 - questéo 1 - letra e —aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

O segundo passo seria o0 célculo aproximado do volume, requerido por

solugcdo manual (usando papel, lapis e calculadora). Pela leitura prévia realizada, os

alunos reconheceram que o volume do solido gerado pela rotacdo do gréafico da

funcdo dada, em torno do eixo X, subdividido em cilindros inscritos de mesma altura,

era determinado pela soma dos volumes de cada um desses cilindros, e que a

formula seria dada por:

V= ZT’E.T‘:.h ou = E?:j_ ﬂ-[f(xz:]]zax

O Protocolo 2 apresenta a resolucdo do aluno D, acrescida da correcao do

professor pesquisador.
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Protocolo 2 - Resolu¢cdo manual da atividade 1 - questdo 1 - letra e —aluno D

te) : Fix) = x+4 —
tlindco_= R- v S5 :>0s woazon (%)
Clindvo == = p: 2 2.: 0.5 — fle) : —x. A
eilimndeo__ X R: 2.6 L. O = e
_Ziltwdro =7 ¥ 3 __A: 0o, I
L M s S _€0r3) A *
Xa N = =9 .51 * ©.c= —— =
—— e Ny - o B i
= = N3o deve-se utilizar o simbolo > no
I . cdlculo do volume do cilindro. —
| X = = SSr (D) 0.5 -
PSS, v ), (P o G LK TS s S VLS S . 1Y
. — . . — e
[ ~ -3 (2.5 2 S 82 3
v 3. 64 -\ o V=9,81 u.v = Wl
| o S (3> 9.5 i
v = 1" 13 - 4,

Fonte: Dados da pesquisa.

Vé-se, no protocolo 2, que o aluno registrou a expressdo da férmula do
volume do cilindro como um dado factual, na concepcdo de Zabala (1998),
realizando os procedimentos de calculo dos volumes intermediérios, efetuando a
soma deles, obtendo um resultado aproximado do volume total. Porém, cometeu

alguns equivocos, como, por exemplo, mantendo em cada linha de calculo o simbolo

Z , como se fizesse parte do calculo individual do volume de cada cilindro, o que

indica a falta de compreensdo do significado desse simbolo, realizando o
procedimento operacional sem se preocupar com o que havia escrito inicialmente.

Outro equivoco de operacdo do mesmo aluno aconteceu ao calcular o volume
do terceiro cilindro, em que extraiu da calculadora o valor 9,61 u.v., ao invés de 9,81
u.v. Provavelmente porque introduziu ou leu dados errados na calculadora.

Segundo Zabala (1998), o diadlogo durante a execucéo das tarefas, as trocas
de ideias, as trocas de solugbes entre os colegas, o aproveitar-se do conhecimento
do outro sdo benéficos a todos. Mas, observou-se que, muitas vezes, um aluno
acaba confiando muito no raciocinio do colega e copia uma determinada resolucao
sem analisar se de fato esta totalmente correto.

Foi possivel verificar, ainda, que os alunos experimentaram, nesse item e,
subdividir o intervalo em um nimero maior de cilindros, otimizando o resultado final

do volume pedido.
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J& o item f, também da questéo 1, a seguir, foi desenvolvido com sistematica

semelhante ao anterior.

Questéo 1.

Dada a funcdo f(x)=x+1 limitada no intervalo [0, 2], calcular através das
aproximacoes finitas, utilizando o GeoGebra:

f) O volume do sélido gerado pela rotagdo da area limitada pela fungcédo, em torno do
eixo y, com base nos conceitos de geometria sdlida, nesse intervalo. Observe que,
com a rotacdo, ha a formagéo de dois solidos, o de dentro e o de fora. Nesse caso,
gueremos o volume do sélido de fora.

Obs.: Nao usar Integral Definida para o calculo do volume!

O professor pesquisador realizou as devidas orientacdes, e os alunos
conseguiram visualizar a representacao grafica no software.

Apresenta-se, no Protocolo 3, a resolugdo manual do aluno D, acometida de
equivoco.

Protocolo 3 - Resolu¢cdo manual da atividade 1 - questédo 1 - letraf —aluno D

-~ val
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Y }0 (Llinsi_(o_b\l_.ccr\(._i__, :

__ l; Wow2 . b - el -2 l’ De onde veio esse 27
ES = —\D

Fonte: Dados da pesquisa.

Como visto, foi solicitado, no item f, questdo 1, usar conceitos da geometria
sélida e ndo usar Integral. Porém, o aluno nédo realizou uma correta recepgdo do
texto, pois misturou a Integral Definida com as formulas de geometria sélida, mesmo
sendo esse aluno repetente na disciplina e ja ter estudado o assunto. Analisando o
protocolo 3 desse aluno, percebe-se que o0s aspectos geométrico e grafico estao
corretos, porém, observa-se um equivoco procedimental no momento em que ele
acrescentou a estrutura de célculo o simbolo da Integral, sem o devido rigor ou
dominio da linguagem matematica, como apontado por Duval (2009, p.15), quando

diz que “as representacdes semidticas ndo sdo somente indispensaveis para fins de




91

comunicagdo, mas necessarias ao desenvolvimento da atividade Matemética”. Esse
mesmo aluno ainda cometeu um erro de interpretacdo ao multiplicar por 2 a Integral.
Pode-se dizer, entdo, que o aspecto conceitual esta parcialmente correto, mas o
procedimental ndo, ja que, nesse caso, 0 aluno deveria utilizar as férmulas da
geometria solida no lugar da Integral. Talvez essa ideia ndo tenha ficado clara para o
aluno ou bem destacada no texto da questéo; fato que € corroborado pelas palavras
de Duval (2009), quando afirma que:
A coordenacdo semidtica do aluno [...] ndo se revela necessaria e
unicamente para as matematicas, ela é para o dominio da lingua natural, ao
menos para a parte do dominio que se manifesta ndo através do respeito de
todas as regras da gramética, mas pela capacidade de escrever textos
coerentes, organizados, argumentados, pela capacidade de compreender

os textos lidos ou de extrair deles a informac&o pertinente para uma
questdo. (DUVAL, 2009, p.20). (Grifos nossos).

Vale ressaltar que, ap0s a intervencdo do professor pesquisador, o aluno
melhorou o aspecto procedimental, 0 que pode ser notado no Protocolo 4, porém,
ainda nao tendo acertado totalmente a questdo, sendo, entdo, o protocolo ainda

acrescido da correcdo do professor pesquisador

Protocolo 4 - Resolu¢cdo manual da atividade 1 - questao 1 - letra f —
continuacéo da questdo—aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se, no protocolo 4, que o aluno corrigiu 0 equivoco, escrevendo de
forma coerente ao enunciado da atividade. Além disso, quanto ao aspecto
conceitual, as letras r e h utilizadas para representar as medidas do raio e da altura,
respectivamente, tanto para o cilindro, quanto para o cone, foram adequadas, pois
as medidas, tanto para um quanto para 0 outro sdo as mesmas. Quanto aos
aspectos atitudinais e numéricos, acredita-se que por falta de atencdo, o aluno,
mesmo visualizando graficamente e geometricamente que as medidas das alturas

sdo iguais, escreveu-as de forma equivocada para o cone; porém, acertou o calculo
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final. Concluiu-se, com esse acontecimento, que, provavelmente, ele tenha copiado
a resposta de algum colega, pois, mesmo se equivocando em parte do procedimento
de célculo, chegou ao resultado correto.

Ja a questdo 2 dessa atividade 1 versava sobre comprimento de arco,
contendo 2 itens, a e b. Para eles também deveriam-se usar os conceitos basicos da
geometria, como nos itens anteriores da questdo 1. O item b da questdo 1 foi
escolhido para analise, pois envolvia a mesma funcéo da letra a, porém, com um

namero maior de triangulos.

Questao 2:

Através das aproximagOes finitas, estimar o comprimento do arco da curva da

funcdo f(x) =cosx, entre x=0 e x =, utilizando o GeoGebra, com:

b) Oito triangulos retdngulos com mesma medida de base.
Leia com atencao as instru¢des abaixo, antes de comecar a resolver o exercicio:

Abrindo o software GeoGebra, percebemos que o0 eixo x esta, inicialmente,
representando os nameros reais. Como a funcao € trigopnométrica, devemos mudar a
linguagem no eixo x, transformando os ndmeros reais em seus correspondentes

angulos, em radianos. Para isso, devemos:

- posicionar o mouse sobre o eixo x e clicar com o botéo direito;
- clicar sobre janelas de visualizacéo;

- clicar sobre eixo x;

- clicar sobre distancia e “alterar para”;

- fechar a janela, voltando para o grafico.

Obs.:

- No GeoGebra, x = 7 , escreve-se x = pi;

- Para movimentar o ponto com mais precisao, pressionamos Shift junto com a seta
que guiard o ponto para a posi¢do adequada;

- Utilizaremos as ferramentas novo ponto e poligono;

- O proprio GeoGebra calcula as medidas das hipotenusas necessarias ao exercicio.
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A situacao do item b foi representada graficamente pelo aluno D no software

e gerou o protocolo 5.

Protocolo 5 - Construcao grafica da atividade 1 - questdo 2 - letra b —aluno D

Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
L& Jl~ L~ = @l ol <l > ree) =]
» Janela de Algebra =1 | * Janela de Visualizacio
- Segmento -
a, = 0.08
a, =039
b, = 0.39
c, = 0.4
0.45
0.22
e, =0.39
=03
,=0.39
0.51

1
1 0.55
1
0.38
iy=038

0.39
, =033
0.55
0.51
m = 0.39
m, =0.22

n =045
0.39

nno

Entrada

Fonte: Dados da pesquisa.

As medidas das hipotenusas dos 8 triangulos retangulos, de bases iguais,
escolhidos pelo aluno D, foram também facilmente obtidas por ele com recurso do

préprio GeoGebra:

AB =0,4cm; AE =0,45¢cm; EF =0,51cm; Fl =0,55cm; 1J =0,55¢cm;

IJM =0,51cm; MO =0,45cm; OP =0,4cm

Logo, o comprimento total da curva, no intervalo pedido, foi obtido,
manualmente, pela soma das medidas das hipotenusas, resultando em 3,82 cm,
aproximadamente.

Esta questdo explorava, segundo Zabala, um conteddo procedimental, visto
gue o aluno, para resolvé-la, deveria apresentar habilidades com as ferramentas do
software GeoGebra, e conhecer os procedimentos e métodos necessarios para o
célculo do comprimento da curva exigido; e um contetddo conceitual, visto que o
aluno deve conhecer o conceito de aproximacoes finitas, a definicdo de triangulo
retdngulo e que o comprimento da curva é dado pela soma das medidas das
hipotenusas. O item trabalhava, também, segundo Duval (2009), aspectos
algébricos, graficos, geométricos e numeéricos, como pode ser observado ao longo
da resolucdo da atividade. Nesse sentido, o aspecto verbal também citado pelo

autor, foi observado no momento em que o professor pesquisador realizou as
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devidas orientacdes para a correta resolugcédo da atividade e, também, no momento
em que o aluno leu e interpretou a atividade segundo suas experiéncias e bagagens
intelectuais.

Foi percebido, no decorrer da execucdo da atividade, que os alunos
apresentaram um crescente interesse e curiosidade durante o desenvolvimento de
todos os itens da atividade 1, aproveitando-se, especialmente, da facilidade ofertada
pelo software de se obter nUmeros maiores de subdivisbes do intervalo, com suas
respectivas medidas, e encontrar resultados finais mais otimizados e convergentes
para um determinado valor no intervalo considerado. Em decorréncia disso, foi
notado que os estudantes acabavam se desprendendo do texto da atividade, agindo
de forma mais autbnoma, o que remete a Zabala (1998), quando explicita sobre as
relacbes que facilitam a aprendizagem, entre elas, a progressiva autonomia dos

alunos na execucao de agdes, possibilitando que “aprendam a aprender”.

5.2 ATIVIDADE 2: Somatoério

A atividade 2 possuia 0s seguintes objetivos especificos:
* Definir, calcular e interpretar o Somatoério;
* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.2.1 Descricao e analise

A atividade 2 foi realizada em 2 h/aula, na sala laboratorio de informatica da
instituicdo. As questdes foram resolvidas individualmente, com a utilizacdo de lapis,
papel, borracha e calculadora. Ela era composta por 3 questdes, que versavam
sobre Somatorio. A terceira questdo foi escolhida para andlise, pois envolvia a
utilizacdo da definicdo e das propriedades no calculo manual, exigindo dos alunos
habilidades ja adquiridas nas questbes anteriores. A seguir, a questdo 3 com as
resolugdes feitas pelo aluno J no Word, com utilizagdo da ferramenta equation

editor.



Questéo 3:

Calcular as somas abaixo:
20
. 20(20+1)
a i=—""7_-210
) % >

10
b) > 7=7.10=70
i=1

50
0 Ziz _ 50(50+1)(2.50+1) _ 42925
i=1 0

30 30 30
d) Z(iz +3ij S NEDE T 30'(30’“12(2'30*1) 43 30'(320+1) —10850
=) il i

20 20 20 20
2 2 . 20(20+1)(2.20+1) , 20.(20+1)
> —4i+3)=) 51" - 4i+» 3=5 —4. 20=1357
e)i_l(su |+3j i—15l > |+i_13 5 . 4320 -13570

Esta questdo explorava aspectos algébricos e numéricos, como pode
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ser

observado ao longo da apresentacdo da resolucdo da atividade pelo aluno J. A

guestdo abordava, também, um conteddo conceitual, visto que o aluno, para

resolvé-la, deveria conhecer e compreender o conceito e as propriedades do

operador somatério; e um conteado procedimental, visto que o aluno deveria

apresentar habilidades com calculos algébrico e numérico.

Pbdde-se notar que o aluno em questdo apresentou interesse e certa facilidade

durante o desenvolvimento da atividade, o que possibilitou a ele alcancar os

objetivos propostos, assim como os demais alunos também apresentaram essa

facilidade.

5.3 ATIVIDADE 3: Limite de somas finitas

A atividade 3 possuia 0s seguintes objetivos especificos:

» Calcular Limites de somas, utlizando propriedades do Limite e do

Somatoério;

» Calcular medida de area, utilizando o Limite de somas;
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* Calcular medida de volume, utilizando o Limite de somas;
* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.3.1 Descricao e analise

Esta atividade foi realizada em 4 h/aula, na sala laboratorio de informatica da
instituicdo e as questdes foram resolvidas individualmente, com a utiliza¢éo de lapis,
papel, borracha e calculadora.

A atividade 3 era composta por 3 questdes. A primeira, versava sobre a
aplicacdo direta dos conceitos e das propriedades do Limite e do somatorio,
contendo 3 itens, de a até c. Os itens b e ¢ da questdo 1 foram escolhidos para
andlise, pois exigiam dos alunos habilidades j& adquiridas no item a.

Essa questdo exigia bastante atencdo dos alunos e exigia constante
orientacdo e supervisdo do professor pesquisador. Ressalta-se que essa maior
atencéo foi pensada recorrendo a Zabala (1998), que preconiza:

O aluno necessita de incentivo e estimulos. E necesséario que conheca a
sua situacdo, em primeiro lugar, em relagdo a si mesmo e, em segundo
lugar, em relagcdo aos demais. Sem incentivos, sem estimulos e sem
entusiasmo dificlmente podera enfrentar o trabalho que lhe é proposto.
Vimos e sabemos que sem uma atividade favoravel em relacdo a
aprendizagem ndo se avanca, e esta atitude depende estreitamente da
autoestima e do autoconceito de cada aluno. E imprescindivel oferecer
informacdes que o ajude a superar os desafios escolares. Portanto, tem que
ser uma verdadeira ajuda, ndo unicamente uma constatacdo de caréncias
gue certamente o préprio aluno j& conhece bastante bem. Tem que receber

informacdo que o anime a continuar trabalhando ou a trabalhar. (ZABALA,
1998, p.216).

Eis, portanto, a questao:

Questéo 1:

Calcular os Limites abaixo:
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Inicialmente, vale ressaltar que o retorno ao texto disponibilizado (Capitulo 3)
foi essencial para recordar conceitos, propriedades e procedimentos de calculo e
que, apos sua leitura, o aluno R apresentou a seguinte resolugcdo (PROTOCOLO 6).
Essa resolucdo foi escolhida para ser apresentada nessa pesquisa, pois possuia
alguns aspectos relevantes, como a simplificacdo de fracbes algébricas e o célculo

do Limite, como mostrado adiante.

Protocolo 6 - Resolugcéo da atividade 3 - questédo 1 - letrab —aluno R

b)._ ﬁ~w~ Z 5%

P R T ma
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T /[,,, Cmrs). (,zm,.)‘l

N =0
\SL,.;“ 4 (mfl)-(ZMi') ]
e ml S
e ‘2 3 =gt Ben ¢+ 1 Atencdo!
) M e ———T—_,—__,; N3o cortar n2 com n2
. Qx\rvs . )(V(J/} 6('5 3L~ 2 .7 R _;
— oo ] Dot 2’!\"{1 3”\ 2 g -
S P L_L < :ZZ /?/T . f“ —
—_—n—=QQ i . = —=4 . T
N =
I S

Fonte: Dados da pesquisa.

Diante do protocolo mostrado e no decorrer da execucdo da atividade, péde-
se verificar que o aluno apresentou interesse, porém, grande dificuldade nos
aspectos algébricos e procedimentais durante o desenvolvimento da atividade, em
situacbes que envolviam simplificacdo de fracdes algébricas, como mostrado em

detalhes no protocolo 7:

Protocolo 7 - Resolucéo da atividade 3 - questdo 1 - letra b — Tipo de equivoco
—aluno R

Fonte: Dados da pesquisa.
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2

Como pode ser notado no protocolo 7, o aluno chegou a simplificar o n“com

o n?, em funcdo da operacdo multiplicacdo existente entre eles, o que ndo € correto,
pois Ndo € so o 2n?do numerador gue esta sendo dividido pelo n?do denominador,

mas todo o numerador 2n? +3n+1. Apos a intervencado do professor pesquisador, o
aluno corrigiu tal procedimento e executou normalmente a questao.

Ja o item c, questdo 1, foi desenvolvido com sistematica semelhante ao

anterior:

Questéo 1.
Calcular os Limites abaixo:
n

. 15 . _\2
¢) lim —(2i-3
nN—o0 Enz ( )

Um dos alunos respondeu da seguinte forma a mesma questdo. Ressaltando-
se, porém, que no protocolo 8 é apresentada a resolucdo da questéo pelo aluno R,

ja corrigida pelo professor pesquisador.

Protocolo 8 - Resolucédo da atividade 3 - questdo 1 - letrac —aluno R

C /7 7 D

>— S!,.,. 5 7 Atengdo! .
P ;?m ('2 3) Produto notavel! -

>~ (LA >

[ i ): N2 ?:3]__-_‘

V,LM_\,S_‘ _}Lm(m.) (;m”) ’m/_%._ ,am]
T T &5

- T /“'fqm S ram‘.‘.;;] Eae Gt T

O~

Qo . ,Lim,,,-,‘zmA{“m]i

on=00 ml — LIRS £ §)
(v

Rin E'?Qg—ioiji il el ) -
M= —— — . . 18 i

=>00_L

Fonte: Dados da pesquisa



99

Pode-se notar, diante do exposto, que o aluno, apesar de ter mostrado
interesse, possuia grande dificuldade em situacdes que envolviam produtos
notaveis, como demonstrado, em detalhes, no protocolo 9, entendendo que o aluno

passou por situagdes que exigiam atencdo e habilidades algébricas.

Protocolo 9 — Parte da resolucao da atividade 3 - questédo 1 - letrac —aluno R

m

* l
Y { T (573)
2

n\,(ﬁ" =M

Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse momento, o aluno chegou a desenvolver a poténcia (2i—3)2 dessa

forma 2i°-9, desconsiderando-a como um produto notavel do tipo

(a—b)2 =a’ —2ab+b?, e que, portanto, deve ser desenvolvido com mais critério e
atencdo, cometendo equivocos dos tipos algébrico e procedimental. Porém, apés a
intervencao do professor pesquisador, o aluno corrigiu tal procedimento.

A questdo 2 dessa atividade 3 versava sobre calculo de area utilizando o

Limite de somas e contém um Unico item.

Questao 2:

Calcular a area limitada pela reta de equacao f(x)=x+1 e pelo eixo X, no intervalo [0,
2], utilizando o Limite de somas.

Essa questao apresentava um alto nivel de dificuldade, segundo o aluno R e,
portanto, a resolucdo da questdao desenvolvida por ele foi escolhida para ser
apresentada nessa pesquisa, como visto no protocolo 10. Antes, porém, torna-se
necessario enfatizar, de acordo com o que diz Zabala (1998), que o exercicio, para

ser proposto deve:

[...] propor algumas metas que o aluno sabe que Ihe sdo acessiveis, que
ndo estejam muito distante de suas possibilidades e, sobretudo, que para
superéa-las possa contar com a ajuda dos professores. Tem que saber qual
€ o processo seguido a fim de compreender as causas dos avangos e dos
tropecos. E esta é a fungéo prioritaria da informacao que o aluno tem que
receber [...]. (ZABALA, 1998, p.217).




Protocolo 10 - Resolugao da atividade 3 - questao 2 — aluno
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Segue, no protocolo 11, a continuacdo da resolugao da atividade 3, questao

2, onde é apresentado o calculo do MMC, de forma correta e precisa, pelo aluno R.
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Protocolo 11 - Resolucao da atividade 3 - questdo 2 — Continuacdo —aluno R
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Fonte: Dados da pesquisa.

R e}

Ressalta-se que o aluno, assim como em atividade anterior, apesar de ter
demonstrado grande interesse na execucao da atividade, apresentou dificuldade nos
aspectos algébricos e procedimentais durante o desenvolvimento da atividade, fato
que pode ter gerado, a partir dele, a informacdo de que aquela questdo seria de
dificil resolucéo, pois trabalhava situagdes que envolviam, novamente, simplificacdo
de fracBes algébricas, como demonstrado no detalhe do protocolo 12.

Protocolo 12 — Parte da resolucéo da atividade 3 - questédo 2 — Tipo de
equivoco —aluno R

L R /(n« (;.1 _ ml)

4
aak ('.'n h

Fonte: Dados da pesquisa

Pode-se notar que, nesse momento, o aluno chegou a simplificar o n com o
n%,eo04como 2, em funcdo da operacdo multiplicacdo existente entre eles, o que
nao é correto, pois antes de simplificar, seria necessario calcular o MMC entre os
denominadores dos termos que estdo dentro dos parénteses, como esta

apresentado no protocolo 13, ja corrigida a questao:

Protocolo 13 - Resoluc¢ao da atividade 3 - questdo 2 —aluno R

Fonte: Dados da pesquisa.
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Entdo, apés a intervencdo do professor pesquisador, o aluno corrigiu tal
procedimento, executando corretamente a questdo, como indicado no protocolo 11.
A questdo 3 dessa atividade 3, por sua vez, trabalhava com o célculo de

volume utilizando o Limite de somas e continha um Unico item.

Questéao 3:

Esbocar o sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo x, da area limitada

pela reta de equacdo f(x)=x+1, no intervalo real [0, 2] e calcular o volume desse

s6lido, utilizando o Limite de somas:

A resolucdo da questdo desenvolvida pelo aluno R, sob orientagcdo e
supervisdo do professor pesquisador, foi escolhida para ser apresentada nessa
pesquisa, pois apresentava alguns aspectos relevantes, principalmente quanto ao
tempo gasto para a devida resolucdo. Inicialmente, o retorno ao texto disponibilizado
foi essencial para recordar conceitos, propriedades e procedimentos de calculo,

assim como aconteceu nas atividades anteriores.

Protocolo 14 - Resolugao da atividade 3 - questdo 3 —aluno R
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Segue, no protocolo 15, a continuacdo da resolugao da atividade 3, questao

3, onde é apresentado o céalculo do volume do sdlido de revolucéo, pelo aluno R.

Protocolo 15 - Resolucéao da atividade 3 - questdo 3 — Continuacado —aluno R
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Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno, da mesma forma como ocorreu na questdo 1 dessa atividade,
apesar de apresentar interesse, teve, grande dificuldade nos aspectos algébricos
(DUVAL, 2009) e procedimentais (ZABALA, 1998) durante o desenvolvimento da
atividade, principalmente em situacdes que envolvem produtos notaveis, como a
demonstrada no protocolo 16. Duval (2009, p.14) informa, nesse sentido que:

Nao se pode ter compreensao em matematicas se nés ndo distinguimos um

objeto de sua representacdo. E essencial jamais confundir os objetos
matematicos, como o0s numeros, as fungles, as retas, etc, com suas
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representacbes, quer dizer, as escrituras decimais ou fracionarias, os
simbolos, os graficos, os tragados de figuras... porque um mesmo objeto
matematico pode ser dado através de representacfes muito diferentes.
(DUVAL, 2009, p.14).

Protocolo 16 — Parte da resolucéo da atividade 3 - questdo 3—aluno R

o T

Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse momento mostrado no protocolo 16, e conforme preconizou Duval

(2009), o aluno chegou a desconsiderar a poténcia como um produto notavel do tipo

(a+b)2 =a’+2ab+b?, elevando cada um dos termos ao quadrado. Porém, ap6s a

intervencao do professor pesquisador, tais procedimentos foram corrigidos. No caso
especifico dessa questdo, vale ressaltar que foi despendido um tempo significativo

para a sua resolucéo, com 1 hora e 20 minutos de execucao.

5.4 ATIVIDADE 4: Teorema Fundamental do Calculo

A atividade 4 possuia 0s seguintes objetivos especificos:

« Utilizar o Teorema Fundamental do Célculo;

* Reconhecé-lo como ferramenta pratica para o célculo de Integrais Definidas;

* Determinar os Limites de integracao;

» Esbocar os graficos que representam as areas;

* Montar a Integral Definida;

» Calcular as medidas das areas das regides compreendidas entre curvas,
utilizando a Integral Definida;

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.4.1 Descricéo e analise

A atividade foi realizada em 4 h/aula, na sala laboratério de informéatica da
instituicdo e as questdes foram resolvidas individualmente, com a utilizacao de lapis,

papel, borracha e calculadora. Essa atividade foi pensada embasado no que afirma
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Duval (2009). Nas palavras do autor, essa atividade poderia ser considerada como
de “conversao”, visto que traz um mesmo problema que deveria ser resolvido pelo
Teorema Fundamental do Calculo e ndo mais pelo Limite de somas finitas, como
ocorreu na questao anteriormente discutida. Nesse sentido, expde Duval (2009) que:
A conversédo é entdo uma transformacéo externa em relagdo ao registro da
representacdo de partida. [...] Entretanto, a conversdo requer que
percebamos a diferenca entre o sentido e a referéncia dos simbolos ou
signos, ou entre o conteldo de uma representacdo e aquilo que ela

representa. Sem a percepcdo dessa diferenca, a atividade de converséo
torna-se impossivel ou incompreensivel. (DUVAL, 2009, p.59).

A atividade 4 era composta por 3 questdes, sendo, entdo, a primeira versando
sobre a resolucdo da questdo anterior, pelo Teorema Fundamental do Calculo e
suas propriedades. O principal objetivo nessa questdo era mostrar como é rapida e

eficaz a resolucdo dessa questao pelo Teorema. Eis a questéo:

Questao 1:
Resolver o exercicio anterior utilizando o Teorema Fundamental do Céalculo,

ou melhor, a Integral Definida:

Para resolver essa questéo o aluno deveria estar atento ao produto notavel.

V= 7z._[[f (x)] dx

a

No protocolo 17, a resolugcdo da questdo por um dos alunos sujeitos da

pesquisa.
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Protocolo 17 - Resolucao da atividade 4 - questdo 1- aluno R
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Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse caso, 0s alunos ndo precisaram esbocar novamente o sélido, pois este
ja havia sido realizado na questdo anterior. Optou-se pela demonstracdo do
exercicio pelo mesmo aluno que da atividade anterior, visto que um dos objetivos
dessa atividade era mostrar a agilidade do método da Integral Definida em
contraposicdo ao Limite de somas. Nesse sentido, vale lembrar que na atividade
anterior esse aluno demandou 1 hora e 20 minutos para sua resolucéo e desta vez
resolvendo essa questdo através da Integral Definida, o tempo gasto foi de cerca de
2 minutos, gracas a Newton, Leibniz e seus antecessores, como discorrido no
capitulo 2 deste trabalho.

Pode-se notar, portanto, diante do tempo gasto, que o aluno R demonstrou
interesse e habilidade nos aspectos relevantes a pesquisa, tais como algébricos,
numericos, graficos, geométricos, verbais, conceituais, e procedimentais, como pode
ser observado ao longo da resolucdo da atividade. Isso torna-se ainda mais claro,
guando se embasa no que coloca Duval (2009). Para ele:

A conversao, implicita ou explicita, das representacdes é necesséria para
aceder ao conteldo representado do outro lado das limitagdes do
representante [...], explorando as possibilidades de transforma¢édo dadas
pelas regras do tratamento do registro do qual ele se sobressai. [...] Um
sujeito no qual a coordenagdo dos registros é encontrada suficientemente
desenvolvida pode muito bem se ater as representacdes de um so registro.
[...] Mas na verdade, ele dispBe potencialmente de representacdes que se
destacam de outros registros e que ficam associados de maneira latente as

qgue ele utiliza. Essa coordenacgdo Ihe da, com respeito a representacdes
semiédticas que ele utiliza, esse grau de liberdade permitindo ter estratégias
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heuristicas, conduzir bem os tratamentos escolhidos e controlar sua
pertinéncia. (DUVAL, 2009, p.91).

E pode-se inferir que foi justamente o preconizado pelo autor que aconteceu
com o aluno em questéao, ja que, apoés resolver a questdo com facilidade, ele, além
de ter escrito ao final da atividade “Sem comentario!”, referindo-se a diferenca do
tempo gasto entre as duas questdes, ainda afirmou que: “ Através desse exercicio
eu aprendi a dar mais valor a Integral Definida! Usarei sempre a partir de agora!”

J& a questéo 2 dessa Atividade 4 versava sobre o célculo direto de Integrais
Definidas, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, contendo 9 itens, do a ao
i. A resolucdo dos itens a e g do aluno D foram escolhidos para andlise, pois

apresentavam, em sua resolucdo, aspectos relevantes a pesquisa. Eis a questao:

Questao 2:

Calcular as Integrais abaixo:

a) J_; x.dx

Apresenta-se, no protocolo 18, a resolucdo manual do aluno D, acometida de

equivoco.

Protocolo 18 - Resolucao da atividade 4 - questédo 2 — letraa—aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

O protocolo 18 indica que o aluno cometeu um equivoco no aspecto verbal
escrito, e ao mesmo tempo, conceitual e procedimental, no momento em que

adicionou a constante C ao final do calculo da Integral Definida. Nesse sentido, vale
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ressaltar que a Integral Definida gera um Unico resultado numeérico, que, muitas
vezes, representa a medida de uma é&rea, de um volume, ou comprimento de uma
curva, etc. Ja a Integral indefinida, sim, gera infinitas solucdes, por isso e nesse
caso, deve-se adicionar C ao resultado algébrico obtido.Isso permite inferir que o
aluno provavelmente ndo possui a “identificagcdo das unidades significantes nos
registros de saida e chegada”, conforme aponta Duval (2009, p.99).

O item g da questéo 2, a seguir, foi desenvolvido com sistematica semelhante

ao anterior.

Questao 2:

Calcular as Integrais abaixo:

3 x+5
9) j_l i

Apresenta-se, no Protocolo 19, a resolucdo manual do aluno D, acometida de

equivoco.

Protocolo 19 - Resolucéo da atividade 4 - questédo 2 —letra g —aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

Pdde-se notar que o aluno cometeu um equivoco procedimental, numérico e
algébrico, no momento em que ndo percebeu a importancia da utilizacdo dos
parénteses na segunda linha do exercicio. Esse tipo de equivoco demonstra,
conforme é dito por Zabala (1998), que o aluno deve desenvolver habilidades

capazes de |Ihe ajudar a atingir um objetivo.
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J& a questdo 3 dessa Atividade 4, trabalhava o célculo de areas, utilizando o

Teorema Fundamental do Célculo, contendo 3 itens, do a ao c. A resolucdo do item

a do aluno R foi escolhido para analise, como pode ser visto

adiante. Eis a questao:

Questéao 3:

areas, montar a Integral com seus Limites e calcular
compreendidas entre as curvas abaixo:

a) y:x2—2 e y=2

Determinar os pontos de intersecdo, esbocar os graficos que representam as

as éareas das regides

Apresenta-se, no protocolo 20, a resolucdo manual do aluno R, sem

equivocos.

Protocolo 20 - Resolucao da atividade 4 - questao 3 —

letraa—-aluno R
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se que, como a variavel € x, os Limites de

também no eixo X, ja que a funcédo y = 2 é constante. Vale

integracdo serdo obtidos

a pena ressaltar que ao
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montar a Integral foi acrescentado o dx, componente fundamental que determina
qual é a variavel da funcéo integrando.

Esta questdo explorava aspectos relevantes a pesquisa, tais como algébricos,
numericos, graficos e geométricos, verbais, conceituais e procedimentais, como
pode ser observado ao longo da sua resolucéo.

Nessa atividade, os alunos deveriam ficar bastante atento quanto a utilizacao
dos parénteses e, também, quanto aos sinais nas operacdes. O aluno R demonstrou
interesse e habilidade durante o desenvolvimento da atividade, ressaltando-se que o
professor pesquisador acompanhou de perto a resolugcédo, orientando sempre que
necessario. Os outros alunos desenvolveram a questdo com facilidade e tiveram,
como maior desafio, as opera¢cdes com o0s sinais que, segundo Duval (2009), sédo

necessarias ao desenvolvimento da atividade Matematica.

5.5 ATIVIDADE 5: O Limite de somas definido como uma Integral Definida

A atividade 5 possuia 0s seguintes objetivos especificos:

* Relacionar o Limite de somas com a Integral Definida;

« Utilizar essa definicho para calcular medidas de areas, volumes,
comprimentos de curvas e valores médios;

* Resolver problemas, determinando os Limites de integracdo, montando a
Integral e efetuando os calculos necessarios;

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.5.1 Descricéo e analise

A atividade foi realizada em 4 h/aula, também na sala laboratério de
informatica da instituicdo. As questbes foram resolvidas individualmente, com a
utilizagéo de lapis, papel, borracha e calculadora. Os alunos utilizaram, também, o
software VCN para o calculo de Integrais Definidas.

Essa atividade 5 era composta por 5 questbes, sendo a primeira versando
sobre o célculo de area a partir de uma figura plana dada, através do Teorema
Fundamental do Calculo, uma vez que o Limite de somas esta diretamente

relacionado com a Integral Definida. Essa questdo continha 2 itens, a e b. A
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resolucdo do item b pelo aluno D foi escolhida para andlise, pois cobrava as
mesmas habilidades do item a, como visto abaixo:

Questao 1:

Determinar os Limites de integracdo, montar a Integral e calcular a area da regiédo
hachurada:

b)

Inicialmente, o aluno deveria, entdo, determinar os Limites de integracéo,
montar a Integral Definida e, por fim, calcular essa Integral para obter a medida da
area desejada. O Protocolo 21 apresenta a resolucdo do aluno D, acrescida da

correcdo do professor pesquisador.
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Protocolo 21 - Resolucdo da atividade 5 - questdo 1 —letra b —aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se, no cotidiano escolar, que, muitas vezes, o aluno compreende a
maneira de resolver o exercicio, mas acaba errando contas por um motivo ou outro.
No caso da resolucdo do protocolo 21, nota-se que o aluno D montou a Integral
corretamente, com o0s Limites de integracdo, mas cometeu um equivoco, no
momento em que inverteu o sinal de forma inadequada. Isso significa que, de acordo
com Zabala (1998), o aluno cometeu um equivoco relativo aos conteudos factual,
mas também atitudinal, nos dizeres do autor, pois: “todo conteudo, por mais
especifico que seja, sempre esta associado e, portanto, sera aprendido junto com
contetdos de outra natureza”. Exemplificando em proximidade com o mostrado no

equivoco, o autor diz que “os aspectos mais factuais da soma (cédigo e simbolo)
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sdo aprendidos junto com os conceituais da soma (unido e ndamero), com 0S
algoritmicos (calculo mental e algoritmo) e os atitudinais (sentido e valor).”

Por outro lado, porém, o aluno apresentou habilidades quanto aos aspectos
numericos, algébricos, geométricos, graficos, verbais, procedimentais e conceituais
em diversas etapas do exercicio.

J4 a questdo 2 dessa atividade 5 versava sobre volume de soélido de
revolucdo a partir do aspecto grafico dado, contendo dois itens, a e b, que foram
resolvidos através do célculo manual, usando lapis, borracha, papel, régua e
calculadora. O item a da questdo 2 foi escolhido para analise, pois cobrava as
mesmas habilidades e procedimentos de célculo da letra b.

Questao 2:

Determinar os Limites de integracdo, montar a Integral e calcular o volume do

sélido obtido com a rotacao da regido sombreada em torno do eixo dado:

a) Em torno do eixo x

x+2y=2

A resolucao do item a pelo aluno D esté representada no protocolo 22:



Protocolo 22 - Resolucao da atividade 5 - questao 2 —

letra a—aluno D

’Vbovfc» ,t)ofn/C‘Z
C-5b

Vo= Jﬂr RO
| p2
Y= Jdo - (1-

d/~—9

2
V"r'.[o (,,"L\ Ay .
—

S
=fO -o<}
: > J

7 Copo © Vokome 06 um

Come €5TC Pooc

:O,O

NMCOQ

2
ve - |- dace x*) o
1
Ax® s xﬁ‘." (jv-
i lr\ | e 3 {

Vo X .l -
X Ln{

Yo - Aab +6‘(

e

I/

Sold>r o
N i(;‘C» #

o
Fonte: Dados da pesquisa

Esta questdo explorava, segundo Duval (2009),
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aspectos algébricos,

numericos, graficos e geométricos, como pode ser observado ao longo da resolucéo

da atividade. J& o aspecto verbal também foi explorado, no momento em que o

professor pesquisador realizou as devidas orientagdes para a correta resolucédo da

atividade e, também, no momento em que o aluno leu e interpretou a atividade

segundo suas experiéncias e bagagens intelectuais. Essa orientacdo dada pelo

pesquisador também precisou ser preconizada pelo que dizem autores, ja que a

guestao do sentido torna-se muito importante quando se desenvolve um trabalho da

forma como esse foi proposto. Nesse sentido, para Duval (2009):
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A questdo do sentido ndo pode ser ignorada uma vez que se trata de
estudar o funcionamento do cognitivo humano. Os ensinantes, alias,
tornam-se muito sensiveis a essa questdo, afirmando sempre se chocar em
uma declaragao de “perda de sentido” da parte dos alunos nas atividades
matematicas [...]. (DUVAL, 2009, p.28).

A atividade explorava, também, segundo Zabala (1998), um conteudo
conceitual, visto que o aluno, para resolvé-la,necessitou conhecer e compreender 0s
conceitos de volume e Integral Definida e suas respectivas propriedades; e um
contetdo procedimental, visto que o aluno deveria apresentar habilidades graficas,
geométricas, algébricas e numéricas. Nessa atividade, o aluno precisaria ficar
bastante atento quanto a utilizacdo dos parénteses e, também, quanto aos produtos
notaveis, a fim de evitar equivocos dos tipos algébricos, numéricos e
procedimentais.

Observou-se gque, nesse exercicio, o produto notavel foi desprezado de forma
bastante inadequada logo no inicio, um equivoco muito comum, entre todos o0s
alunos que executavam a atividade, como demonstrado no protocolo 23. Isso pode
ter ocorrido, tanto pela falta de atencéo ao procedimento exigido na questédo, quanto

a exposicao do professor pesquisador, que pode ter sido ignorada pelos alunos.

Protocolo 23 — Parte da resolucao da atividade 5 - questédo 2 — letraa— Tipo de
equivoco — aluno D

vr oo (1-x)% ax.

2

Ve, .{o- (1-x* ) oy

Fonte: Dados da pesquisa.

A partir desse momento, devido ao erro cometido, o aluno chegou a um
resultado que chamou a atencédo do proprio discente, visto que obteve zero para o
volume do solido. Assim, entendendo ter cometido algum equivoco, o préprio aluno
se guestionou: “‘como pode um solido como esse apresentar uma medida de volume
igual a zero? Tem alguma coisa errada!”. Esta frase esté identificada no detalhe do

protocolo 24 apresentado a seguir:
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Protocolo 24 - Resolucéo da atividade 5 - questédo 2 — letra a— Tipo de

equivoco —aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

Dessa forma, ap0s entender que havia errado, e com a intervencdo do
professor, o aluno seguiu em frente na execugéo do item, agora corretamente.

Ja a terceira questdo versava sobre o calculo de volume de sdlidos de
revolucao a partir das equacdes dadas, contendo 3 itens, do a ao c. Esta questéo foi
resolvida pelos alunos, individualmente, através do calculo manual, sob constante
supervisao do professor pesquisador e ndo apresentou necessidade de correcdes, ja
que todos os alunos acertaram-na. Isso demonstra que, ap0s as correcfes
anteriores, nenhum aluno apresentava mais dificuldades com relacdo aquela
qguestdo, o que pode ser um indicador de objetivos alcancados, conforme aponta
Zabala (1998), quando diz que as atividades devem ser pensadas de modo que os
alunos possam se sentir cada vez mais capazes, ampliando a autoestima e o
processo reflexivo, tanto do aluno como também do professor.

A quarta questdo, por sua vez, versava sobre o célculo de comprimento de
curvas dados a equacéao e os Limites de integracdo, contendo 2 itens, a e b. Ela foi
resolvida pelos alunos, individualmente, através do calculo manual, com o auxilio do

software VCN. O item a foi escolhido para andlise. Eis a questéao:

Questao 4:

Montar a Integral e calcular o comprimento de cada curva abaixo, utilizando a
Integral Definida. Caso nao seja possivel calcular a Integral pelos métodos

convencionais, utilizar o software VCN:

3
.2(x2+2j ,dex=0ax=3

Wl

a)y=

Nessa atividade, os alunos deveriam ficar bastante atento quanto a utilizacao

dos parénteses, quanto aos produtos notaveis, quanto as regras de derivagao,
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integracdo, a fim de evitar equivocos. A resolucdo do item a pelo aluno D esti

representada nos protocolos 25 e 26.

Protocolo 25 - Resolucao da atividade 5 - questdo 4 — letraa—aluno D

P a3
P
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Fonte: Dados da pesquisa.

Apesar de o Teorema Fundamental do Calculo agilizar o célculo de muitas
Integrais, existem aquelas que sdo mais desafiadoras, para determinados alunos,
como a que esta representada no protocolo 26, e que, portanto, necessita de outros

conhecimentos algébricos, numéricos, procedimentais e conceituais. Neste caso, ao

fatorar o radicando, a integral € imediata.

Protocolo 26 - Resolucao da atividade 5 - questéo 4 — letra a — Continuacao —
aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Pela primeira vez na pesquisa, foi, entdo, introduzido o uso do software VCN.
Assim, como o0s alunos ainda ndo o conheciam, o professor pesquisador
apresentou-lhes as ferramentas necessarias para a resolucéo da questdo. Os alunos
ficaram admirados com a simplicidade e agilidade do VCN para o calculo de
Integrais Definidas, cuja resolucéo pelo calculo manual € mais dificil.

O protocolo 27 apresenta a tela do VCN com os dados necessarios ao calculo
desejado. O professor pesquisador informou aos alunos que, para o calculo da
Integral Definida, deveriam deixar o nimero de pontos em branco (este é gerado
automaticamente pelo préoprio software); informar o X inicial e o X final,
representando os Limites de integracdo; o “passo h”, representando a medida da
base do retangulo, que deveria ser a menor possivel (0,1 é uma medida pequena
com apenas uma casa decimal que da uma boa aproximacéo do resultado real); e
escrever a funcdo de forma criteriosa e correta. E entdo, apos esses procedimentos,
bastaria clicar em “Calcula”, para que o software pudesse calcular o resultado

desejado.

Protocolo 27 - Resolucao da atividade 5 - questédo 4 — letraa— VCN — aluno D

[ Calculo Numernco

Utilitérios Operadores Interpolagio  Derivagdo Integragie  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
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6- 05 125 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos apresentaram interesse e demonstraram habilidades nos aspectos

geometricos, graficos, numericos, algébricos, verbais escritos, procedimentais e
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conceituais durante o desenvolvimento da atividade. O professor pesquisador
acompanhou orientando-os quanto a utilizacdo do software VCN. Pdde-se notar que
a utilizacdo do software VCN foi de fundamental importancia no calculo da Integral
Definida, pois, tanto na letra a quanto na letra b, as Integrais Definidas que surgiram
eram muito dificeis para serem calculadas por métodos convencionais. Tanto que 0s
proprios alunos, ao montar a Integral, perceberam que, naquele momento, com o
conhecimento que tinham adquirido, no decorrer da execucao das outras atividades,
ndo havia saida para resolvé-la a ndo ser com o auxilio do software VCN. Assim,
com o uso do software, o resultado foi obtido com éxito por todos os alunos.

A quinta questdo, por sua vez, versava sobre o célculo do valor médio,
contendo um unico item que foi resolvido individualmente, através do calculo

manual, e foi o seguinte:

Questao 5:

Determinar o valor médio de f(x)= x2 —9no intervalo [-3, 3] e calcular o valor de

c, abscissa do ponto em que f assume esse valor médio:

Pode-se notar que os alunos apresentaram interesse e demonstraram
habilidades nos aspectos geométricos, graficos, numeéricos, algébricos, verbais
escritos, procedimentais e conceituais durante todo o desenvolvimento da atividade,
porém, a resolucdo da questdo 5 pelo aluno D foi escolhida para andlise, pois
apresentava um aspecto relevante a nossa pesquisa a respeito da davida quanto a
utilizacdo do modulo, como mostra o protocolo 28:
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Protocolo 28- Resoluc¢éo da atividade 5 - questdo 5 —aluno D
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ressalta-se que, assim como ocorreu nas demais atividades, também nessa
questdo, o professor pesquisador acompanhou de perto a resolucdo dessa
atividade, orientando sempre que necessario; porém, especificamente nessa
atividade, um aluno teve duvida se considerava o resultado em modulo ou néo.
Infere-se que isso tenha acontecido porque no calculo de area ou volume, deve-se
considerar o resultado obtido em médulo, o que ndo € o caso nesse exercicio, pois,
seja ele positivo ou negativo, é necessario manter o sinal, utilizando esse resultado
para se obter o valor médio f(c) e, em seguida, o valor de c. Diz Duval (2009), nesse

sentido, que:

E essencial jamais confundir 0os objetos matematicos, como 0s nimeros, as
fungBes, as retas com suas representacées. [...] A possibilidade de efetuar
os tratamentos sobre os objetos matematicos depende diretamente do
sistema de representagdo semiotico utilizado. (DUVAL, 2009, p.14-16).

5.6 ATIVIDADE 6: Desenvolvendo habilidades para o calculo de area

A atividade 6 apresentava 0s seguintes objetivos especificos:
» Desenvolver habilidades para o calculo de areas, utilizando as aproximacodes
finitas, 0 Somatorio, o Limite de somas, a Integral Definida como Limite de somas, 0

Teorema Fundamental do Célculo e a geometria plana basica,
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» Desenvolver habilidades quanto a utilizacdo dos softwares GeoGebra e
VCN, como ferramentas auxiliares para a resolucédo de problemas que envolvam
Integral Definida.

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia do aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.6.1 Descricédo e analise

Essa atividade foi desenvolvida com o objetivo de fornecer ao aluno a
oportunidade de perceber que existem varias maneiras de se calcular uma medida
de &rea, desde os métodos mais simples aos mais complexos.

A atividade em questdo foi realizada em 2 h/aula, na sala laboratério de
informatica da instituicdo. As questdes foram resolvidas individualmente, utilizando o
GeoGebra, o VCN, lapis, papel, borracha e calculadora, para desenvolverem o0s
calculos.

Essa foi uma atividade de fundamental importancia para a pesquisa, pois
relacionava conceito, significado e procedimentos de célculo e continha uma
guestdo com 6 itens, do a ao f.

Todos os alunos demonstraram interesse e habilidade durante o
desenvolvimento dos itens da atividade 6, agindo de forma mais autbnoma do que
acontecia nas atividades anteriores, o que pode-se inferir, a partir disso que, de
acordo com Zabala (1998), as sequéncias de conteudo exigem interacdo entre as
trés dimensdes, quer sejam conceituais, atitudinais e procedimentais, com énfase na
conceitual, bem como um aumento da complexidade e aprofundamento ao longo
das unidades. Dessa forma, as atividades precisam ser propostas de forma
significativa e funcional, que representem um desafio alcancavel, que provoquem um
conflito cognitivo, promovam a atividade mental, que sejam motivadoras em relagao
a aprendizagem dos novos conteudos, estimulem a autoestima e, por fim, que
ajudem o aluno a adquirir habilidades relacionadas com o aprender a aprender,
sendo cada vez mais autbhomo em suas aprendizagens. A questdo 6 esta

apresentada abaixo, sendo demonstrado o item a:
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Questéao 6:

Calcular a éarea limitada pela curva da funcdo f(x) = 2x e pelo eixo das
abscissas, no intervalo [0, 2], utilizando:

a) Aproximacoes finitas com 4 retangulos semi-inscritos (Utilizar o GeoGebra):

Os alunos utilizaram o GeoGebra para obter os quatro retangulos com
suas respectivas medidas de area. A resolucéo do aluno D esta apresentada no

protocolo 29.

Protocolo 29 - Resolucgao da atividade 6 — letra a —aluno D
L g GeoGebra —l'='-

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
-
[,

B RS S ) R N S =

» Janela de Algebra S » Janela de Visualizagao
J = (1.75, 0) ~
K = (2, 0) as

S

M = (0.5, 1)

O = (1.5, 3) 2]

5 ={0, 0.5) 3.5
> T =(1,1)

U = (1.5, 1.5)
> v (1, 1.5)

W= (2, 2) =1
)} Z=(1.5,2)
- Quadrilatero
& pol1l = 0.25 2.5
pol2 = 0.5
» pol3 — 0.75
pola = 1

I =
Entrada * =

Fonte: Dados da pesquisa.

O célculo da area, a partir do GeoGebra, mostrou-se de facil execucéo pelos
alunos, visto que ja haviam treinado bastante esse tipo de exercicio no software, o
que permite inferir que, com a pratica, os discentes conseguiram ampliar seus
conhecimentos, pois, de acordo com Zabala (1998, p.75), os resultados acontecem
ndo somente a partir do que é tido como nota de uma avaliagdo, mas sim “de um
trabalho realizado ao longo de toda a unidade”. Dependendo desta realizagao € que
se pode verificar se houve a promocdo ou ndo de autoestima, aprimorando o
autoconceito do aluno. Todos os alunos colocaram a resposta da questao,
fornecendo, acertadamente, a area de cada um desses quatro retadngulos semi-
inscritos, quer sejam: A= 0,25+0,75+1,25+1,75, ou seja, a area sendo igual a 4 u.a.

Eis a questéao:
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Questéo 6:

Calcular a area limitada pela curva da funcdo f(xX) = 2x e pelo eixo das
abscissas, no intervalo [0, 2], utilizando:

b) Limite de somas:

Para resolverem a questdo, os alunos utilizaram I4pis, papel, borracha para o
calculo da area pelo Limite de somas, recorrendo ao texto disponivel no Caderno de
Atividades para recordar os procedimentos de calculo. Os protocolos 30 e 31

apresentam a resolucdo da questao 6, letra b, pelo aluno D.

Protocolo 30 - Resolucdo da atividade 6 — letra b —aluno D

— el

i'-_c . —
Y. * D 40y
i, 0 v 38X p——— e

O = D
fn )~ 2 [i- 2\ 2
"
"IJ\ a { q - \
o
R s jeu faal )
0 o S 3 ¢ (Ji-a\
Ao mY
Ass foo, S0 -1TER Ol g %)
hrs et L\- o gt T _‘

Fonte: Dados da pesquisa.
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Protocolo 31 - Resolucéo da atividade 6 — letra b — Continuacdo — aluno D

——— vy —— e —
A: Aoz 2 . __\r_\_ib"\ -
re oV 2
¥ % .
— . 7~u—"\'*r:— =D
~ov @ 2 58 \ >
=2 U
s Jann b | w24 - 2
3 -
w# O o o j
" b 1 | “w>* . Pate
e o
LY Lo o L:. R
A s ,29/. _’_L. ( ""l ""\
v o m‘
i — %
{\ s -Lw’*- )4 ~ -~ ‘{I‘r\
| s ot "
— £3 Y 3 = =<
. !
A HoNAA, J{ - ‘:i__
ey o o
A= L -0
- A
A= U 3 -

Fonte: Dados da pesquisa.

Apesar de nao terem apresentado dificuldades, entende-se que calcular uma

medida de area utilizando o Limite de somas néo é tarefa facil e, apesar de ter sido

utilizada para fins desse exercicio uma das mais simples fun¢des f(x) = 2x, houve

muito trabalho por parte dos alunos, o que permitiu perceber a dificuldade de se

utilizar esse procedimento para toda e qualquer fungao.

Questao 6:

c) O Limite de somas definido como uma Integral Definida.

Calcular a area limitada pela curva da funcdo f(x) = 2x e pelo eixo das
abscissas, no intervalo [0, 2], utilizando:

Para resolver esse item, os alunos utilizaram lapis, papel, borracha e
aproveitaram-se da facilidade e agilidade do calculo manual pela Integral Definida

sem precisar recorrer ao Caderno de Atividades, como indicado no protocolo 32, do

aluno D.
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Protocolo 32 - Resolucao da atividade 6 — letra c —aluno D

f" XX " Zs:2 |2 -y x2/°¢ ) -
| |
J . |

& 5 0 ] i

Fonte: Dados da pesquisa.

Convém ressaltar aqui, a titulo de entendimento da resolucdo da questédo, que
quanto menor for a medida da base de cada retangulo, maior sera o niumero de
retangulos utilizados e, portanto, maior é a precisdo do resultado. Dessa forma,
quando se escreve n—«, Se esta representando um numero indefinidamente
grande de retangulos, com medidas de base tendendo a zero, ou seja, AXx — 0.

No item d € pedido, entdo, o calculo da area a partir do Teorema
Fundamental do Célculo:

Questéao 6:

Calcular a é&rea limitada pela curva da funcdo f(x) = 2x, no intervalo [0, 2],
utilizando:

d) Teorema Fundamental do Célculo.

Diante do que foi pedido, entende-se que se o Limite de somas é definido
como uma Integral Definida, podemos agora calcular a mesma area de uma forma

mais direta, como indica o protocolo 33:

Protocolo 33 - Resolugéo da atividade 6 — letrad — aluno D

r 2

_ f ? A v By o g2
0 2 o
l722)
Ldsii=0 R YRR

Fonte: Dados da pesquisa.

Apbs a execucdo do comando anterior, o item e determinava 0 mesmo calculo

porém, pela geometria plana basica:
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Questéo 6:

Calcular a area limitada pela curva da funcédo f(x) = 2x, no intervalo [0, 2],
utilizando:

e) Geometria plana basica.

Assim, conforme pedido, como a area € uma figura plana triangular, foi
solicitado aos alunos que calculassem a medida da area utilizando a féormula béasica
da geometria plana para o célculo da &rea de um tridngulo, por meio da seguinte

formula:

b.h
A= 7 , 0 que gerou o protocolo 34, do aluno D:

Protocolo 34 - Resolucao da atividade 6 — letra e — aluno D

'_'9 e ‘; ‘{(\oJ( b-}' s )-b : q. b.‘g

Fonte: Dados da pesquisa.

Pode-se notar que essa questao foi resolvida de forma simples e rapida por

todos os alunos que obtiveram a medida da area igual a 4 u.a.

Questao 6:

Calcular a area limitada pela curva da funcdo f(x) = 2x, no intervalo [0, 2],
utilizando:

f) O VCN para calcular a Integral da area.

A fim de desenvolver habilidades com o software VCN, foi solicitado aos
alunos que calculassem a medida da area por meio do programa. Ressalta-se que
todos os alunos cumpriram a tarefa proposta, de forma mais autbnoma, informando
os limites (X inicial e X final), a medida do passo (h), a funcdo f(x) e, entdo, o

software calculou a medida desejada, como demonstrado no protocolo 35:
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Protocolo 35 - Resolucao da atividade 6 — letra f —aluno D

Utiltdrios Operadores Interpolagio  Dervaglo  Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimic

= 1integracdo Numérica dada a Fungdo - Integral Simples de f(x) dx -8 -
Principal | Grafico |
[
Entre com os Valores
X [ i X final: | ™ de Pont Bl P h): [ |
micial: | o »BJ nal: | 2 nj umero de Pontos ‘[71 FJ asso(h) ‘0 1 BJ
y = f{x) :|2°(x)
€ .- cerc o - Caicula >> I= | fix)dx
02 Valor da Integral = 4 I
- : “ Método usado: Primeira Regr: Impson
04 08 2 Valor do Somaténio = 120
0s 1 4
6 12 2 EZ Geafico ‘ & Tabela a Fungdo na Planilha
7 14 4 —
; 19 : & Nowo J B sair I

Método a ser Utilizado

M Regra dos Trapézios I=h (Y1+Y2)2

¢ M Primeira Regra de Simpson I=h (Y144Y2+Y3)3

¥ Segunda Regra de Simpson I=3h (Y1+3Y2+3Y3+Y4)8
™ Regra de Boole 1=2h (TY1432Y2+12Y3+32Y4+TY5)45

TR

Fonte: Dados da pesquisa.

Observou-se, ao longo da atividade 6, a presenca do contetdo factual
(histérico), pois cada uma das formas encontradas para calcular a mesma medida
de area foi desenvolvida numa determinada época da histéria. Isso permite
perceber, também, a forte ligacao existente entre essas diversas formas de célculo
de areas, que relacionam conceitos, significados e procedimentos de célculo.

5.7 ATIVIDADE 7: O uso do VCN para o calculo da Integral Definida e do
GeoGebra para a visualizagdo da curva

Esses foram os objetivos especificos para essa atividade:

» Desenvolver habilidades para o calculo de Integrais Definidas no software
VCN;

» Desenvolver habilidades graficas e geométricas no software GeoGebra;

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.7.1 Descricéo e analise

Essa atividade foi realizada em 2 h/aula, na sala laboratério de informatica da
instituicdo e suas questdes foram resolvidas individualmente, utilizando o GeoGebra,

o VCN, lapis, papel, borracha e calculadora.
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A atividade 7 era composta por 2 questdes com um item cada, sendo a
primeira escolhida para analise, pois envolvia os mesmos aspectos da segunda.

Assim como aconteceu nas demais execucdes de atividades, os alunos
demonstraram interesse e habilidade durante o desenvolvimento dessa atividade,
agindo de forma autbnoma, o que, nos dizeres de Zabala (1998), infere-se ter havido
motivacao para que os alunos pudessem trabalhar dessa maneira. Para Zabala:

A motivacdo é a alma da sequéncia. Ou os alunos estéo interessados ou a
sequéncia se interrompe em alguma das fases. [..] Todas as fases
posteriores giram em torno do protagonismo dos alunos, de tal forma que
além de ser um fator motivador em si mesmas, a tensdo necessaria para
desenvolver a unidade passa pela manutencdo constante do interesse. E
aqui é onde o papel do professor adquire todo o seu sentido, como
favorecedor e dinamizador de todo o processo, estabelecendo os desafios
individuais e coletivos e oferecendo meios que mantenham a atencdo dos
alunos. (ZABALA, 1998, p.74-75).

A seguir, a descricdo da questdo proposta no seu item a:

Questao 1:

a) Montar a Integral para calcular o comprimento da curva y= x2, [—1, 2].
calcular o comprimento da curva com o auxilio do VCN e tragar a curva com

0 auxilio do GeoGebra.

A partir da pesquisa realizada e do conteudo apresentado no Caderno de
Atividades, os alunos puderam perceber que o comprimento da curva pode ser

calculado por:

2
L:jb 1+(ﬂj dx
a dx
Logo, tem-se que:

L= I_21\/1+(2x)2 dx
L= _[_21 1+ 4x2 dx

Apesar de saber que através do calculo manual essa Integral pode ser
resolvida por substituicdo trigonomeétrica, seguida de uma integracdo por partes,
entendeu-se que esse ndo seria 0 momento para desenvolver habilidades com
essas técnicas de integracdo e sim com o VCN. Portanto, a questédo foi calculada

por meio do software VCN, em integragdo numérica dada a fungdo. Dessa maneira,
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apos serem informados os limites (X inicial e X final), a medida do passo (h), a
funcao f(x), o software calculou a medida desejada de forma precisa e rapida, como

pode ser observado no protocolo 36, desenvolvido pelo aluno J.

Protocolo 36 - Resolucao da atividade 7 — VCN — aluno J

ieanos Operadores Itopoiecho Dernvaclo Imtegrache Eguactes Dfrencas Satesses Lmesres  Colculo de Races  Apuate de Curvan  Onemzacio

Principal | Grafico |

Entre com os Valores:
X inicial: [ 2 | Xfinal[2 = | Nomero de Pontos: [ 31 = | Passo(h)[0,1

y = f(x): [(1+3°x2) 172

[Portos] X = | FOX) = [ Coetie =] ~
,1_h] 25 1 B Cailcula >> | I= If(x) dx
2 09 212 3
3 08 178 3 Valor da Integral = 7.5
4. 0.7 148 2
5. 06 122 3 Método usado: Segunda Regr Simpson
6. 05 1 3
4 04 082 2 Valor do Somatério = 200
[ 8 03 068 3
K 02 058 3
10 - 01 052 2 - |
11 ° 05 3 bz Grafico ~ Jabela a Fung8o na Planilha
12 0,1 0,52 3 -
13 02 058 2
%1 03 oes 3 o« Novo B Sair
5. 04 o082 3 7
16~ 05 1 2 Método a ser Utilizado
17 08 122 3
18 07 148 3 ~ Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)2
19 08 1,78 2
| 20 09 2.12 3 ~ Primeira Regra do Simpson I=h (Y1+4Y2+Y3)3
29 - 1 25 3
22- 11 292 2 “ Segunda Regra de Simpson I=3h (Y1+3Y2+3Y3+Y4)8
23 12 338 3
24 1.3 388 3 Rogra do Boole I1=2h (7Y 1+32Y2+12Y3+32Y4+7Y5)45
[ 25 14 442 2
26 1.5 5 3

~ Ditegracso Numérnica dada a Fungdo - Integral Simples de 10x) dx - o

Fonte: Dados da pesquisa.

Vale a pena destacar, nesse interim, que o pesquisador, no momento da
aplicacao dessa atividade, considerou muito importante que o aluno conhecesse um
software capaz de calcular Integrais Definidas de forma pratica e rapida. Porém,
enfatiza-se que, caso 0 objetivo do professor seja verificar se o aluno é capaz de
resolver manualmente uma determinada Integral Definida, as técnicas sao
necessarias. Ja Caso o objetivo do professor seja propor ao aluno a resolucédo de
um determinado problema a partir da construcdo de um modelo matematico capaz
de resolvé-lo, envolvendo a Integral Definida, ele pode utilizar o software como uma
ferramenta de trabalho.

A visualizacdo da curva a partir do GeoGebra pode ser observada no
protocolo 37, também desenvolvida pelo aluno J.




130

Protocolo 37 - Resolucao da atividade 7 — GeoGebra —aluno J

r — — Iq
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A LIRS 9 . o . =
{ % L] /J/ r’\. @_ \e / Lol e AEC_ = 2_' '%' 1
K v, 7 ki 7] 7 ki v v 7] | R | Sy
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio x Ajuda
= Conica N CampoDeDirecdes il
J Ccy=x* CirculoOsculador
= Ponto Coeficientes
(-1,1 4 CombinarExpressoesTrigonométrici _
B=(2,4) 1 Curva 7
- Reta Curvalmplicita
4 ax=-41 Curvatura
J bix=2 31 Denominador
Derivada
Derivadalmplicita
24 DerivadaParamétrica
ExpandirExpressdesTrigonométrica:
Extremo 4
14 Fatores
\u FracfiesParciais i
4 " »
2 41 ] 1 Curva[ <Expressdo>, <Expressao>, i
=<Variavel>, <Valor Inicial>,
o =Valor Final=
24
< »
-3 [ Colar l [ Exibir Ajuda Online } ﬁ_‘}
Entrada: AN |

Fonte: Dados da pesquisa.

Pode-se perceber, no decorrer do desenvolvimento da atividade que os
alunos apresentaram interesse e demonstraram habilidades nos aspectos
geométricos, graficos, numéricos, algébricos, verbais escritos, procedimentais e
conceituais durante o desenvolvimento da atividade, mesmo entendendo que essa
guestao envolvia muitos conceitos e procedimentos, exigindo, assim, maior atencéo

e habilidades com relagdo ao uso dos softwares VCN e GeoGebra.

5.8 ATIVIDADE 8: Experimentando objetos quaisquer com lapis, borracha,
régua, calculadora, GeoGebra e o VCN.

A atividade 8 tinha, como objetivos especificos:
» Determinar a fungéo a partir de pontos, utilizando o VCN;
 Calcular medidas de areas, volumes e comprimentos de curvas quaisquer,

utilizando a Integral Definida e o VCN;
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« Desenvolver habilidades para o calculo de Integrais Definidas utilizando o
software VCN;

» Desenvolver habilidades graficas e geométricas no software GeoGebra;

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da

Integral Definida.

5.8.1 Descricédo e analise

A atividade foi realizada em 8 h/aula, na sala laboratério de informatica da
instituicdo e fornecia ao aluno, a oportunidade de utilizar diversos conceitos,
definicbes, ferramentas e procedimentos de calculo, apresentadas e trabalhadas ao
longo de todo Caderno de Atividades, colocando-os a vontade para calcular medidas
de areas, volumes e comprimentos de curvas, de varias formas diferentes, podendo
inclusive, comparar os resultados obtidos por caminhos diferentes, na resolucédo de
um mesmo problema.

A atividade 8 era composta por 6 questdes, que serdo analisadas. Elas,
diferentemente do que ocorreu com as demais atividades, foram resolvidas em
grupo, utilizando o GeoGebra, o VCN, lapis, papel, borracha e calculadora, para
desenvolverem as questdes, sendo percebido envolvimento com entusiasmo dos
alunos.

O professor pesquisador acompanhou de perto a resolucdo dessa atividade,
orientando sempre que necessario.

A primeira questéo versava sobre o calculo da area de uma regido brasileira,
a partir de um mapa disponibilizado pelo professor, utilizando aproximacdes finitas,
contendo um dnico item. Os alunos utilizaram, para esse item, lapis, papel, borracha,

régua e calculadora. Eis o item apresentado:

Questao 1:

O grupo ira buscar, no mapa do Brasil, uma determinada regido e calcular a
medida dessa area utilizando as aproximacdes finitas, manualmente, com
retangulos, trapézios ou triangulos. Comparar o resultado obtido com a area
real dessa regido, utilizando a escala desse mapa, onde 1 cm equivale a 250

km no espaco real.
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O grupo escolheu a regido Sudeste, e esta foi preenchida por 19 figuras
planas, sendo 17 trapézios e 2 triangulos, como mostra a foto 2:

Foto 2 - Preenchendo a regido sudeste com poligonos, em grupo

Fonte: Dados da pesquisa.

Os protocolos 38 e 39 apresentam os calculos das medidas das areas de

cada uma das 19 figuras planas obtidas pelo grupo.
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Fonte: Dados da pesquisa.

133



134

Protocolo 39 - Resolucéo da atividade 8 — Questdo 1 — Continuacdo — Em grupo
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ao final do exercicio, o site do IBGE (2014)° foi acessado, a fim de que fosse

obtida, pelos alunos, a medida da area da regido Sudeste para que fosse

comparada com o resultado obtido pelo grupo, o que nédo foi possivel, ja que havia a

disponibilidade apenas das medidas por estados. Foi, entdo, necessario que fossem

buscadas as medidas individuais de cada um dos estados da regido Sudeste, ao

gue foram encontradas:
Minas Gerais : 586.519,727 Km?2
S&o Paulo: 248.222,362 Km?
Rio de Janeiro: 43.777,954 Km?2

Espirito Santo: 46.096,925 Km2, perfazendo o total de 924.616,97 Km2,

equivalente a area total da regido Sudeste.

® IBGE. Estado@. Disponivel em: http://www.ibge.gov.br/estadosat/. Acesso em: 29 out. 2014.
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Porém, calculando a medida da area por aproximagdes finitas, o grupo obteve
1.095.000 Km? , sendo a diferenca entre a area obtida pelo grupo e a informada pelo

site de: 1.095.000,00 — 924.616,97 = 170.383,03 Km?.

Vale a pena ressaltar que, como ja dito anteriormente, quanto menor forem as
medidas das bases das figuras utilizadas no preenchimento da regido, por
aproximag0es finitas, menor serd essa diferenca e mais proximo da medida real se
chegara. Dessa forma, talvez essa seja a explicagdo do porqué uma diferenca
significativa como a apresentada, entre outras, podem ser citadas a diferenca entre
a impressdo do mapa para os alunos e a escala apresentada, que pode ter sido
aproximada, mas nao tao real como se pensava.

A segunda questdo versava sobre o calculo da area escolhida na questédo
anterior, determinando pontos sobre os limites de fronteira dessa regido, obtendo
uma funcdo a partir desses pontos e, por fim, o calculo da area a partir dessa
fungdo, utilizando a Integral Definida e o VCN. Essa questdo continha 3 itens, do a
ao c. Para tanto, além do software VCN, os alunos utilizaram lapis, papel, borracha e

régua . Eis o item a da questao 2:

Questao 2:
Utilizando a mesma regido, faca o que se pede:
a) Dividir a regido escolhida em duas ou mais regides, determinando varios

pontos ao longo da linha de fronteira, usando a régua:

Para executar esse item, os alunos desenharam um plano cartesiano com sua
origem num ponto qualquer regido Sudeste e, a partir dele, obtiveram diversos

pontos ao longo da linha de fronteira, como mostra o protocolo 40:
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Protocolo 40 - Resolucao da atividade 8 — questdo 2 — letra a — Obtencao dos
pontos, ao longo da linha de fronteira, no mapa, em grupo

-

M 6——250 500 T000 Km

Fonte: Dados da pesquisa.

J& o item b, pedia para que fossem lancados aqueles mesmos pontos, no

VCN, a fim de determinar a funcdo que mais se aproximava do contorno da regiao.

Questao 2:

Utilizando a mesma regiao, faca o que se pede:

b) Lancar esses pontos no VCN para determinar uma fungéo que se aproxima do
formato da regido, determinar os Limites de integracdo e calcular a area

utilizando a Integral Definida e o VCN:

Inicialmente, os alunos tentaram dividir a regido Sudeste em duas regides
apenas, como se fosse norte e sul, mas com os 12 pontos obtidos na regido acima
do eixo das abscissas, ao serem lancados no VCN, procurando gerar uma funcéo
Cuja curva representasse o limite superior da regido Sudeste, porém, esse feito nédo

deu certo, como mostrado no protocolo 41.



137

Protocolo 41 - Resolucéo da atividade 8 — questado 2 — letra b — Obtencéo da
funcdo no VCN a partir de 12 pontos, ao longo da linha de fronteira, em grupo

] DAJuste Polindmial - Y = b0 « b1 X + B2 XA2 « B3 X*3 » . « bp X*p -0 X
Principal | Gréfico
Namero de Pontos(n) 12 = Grau do Polindmio (p) " 9
] Porto 1 [Porto [Porto 3 [Porto 4 [Porto & [Pocto 6
X 3 3% 7 z |
K 0 02 05
Y calculado=] -3 TT475828372563224E-15 0. 200000 000000 25 ) 600 G999
d Residuo } TTATS828372553224E 15 BB )07 84850 14 1224 2 337840 7017;
Erro Total 2 81654404585823239€-24 Coeficiente de Determnagso 1
X.B=Y 8 Ceicula >> B Grafico o Novwo B Sair

Matriz Somatono de Y

Matrz dos Termos de b

Matrz Somatono do X

Coluna 1

Coluna 1

Fonte: Dados da pesquisa.

Obtida a funcao, foi, entdo, solicitado ao VCN que gerasse a curva, que ficou
incoerente em relacdo ao formato real no mapa, como pode ser vista no protocolo
42.

Protocolo 42 - Resolucdo da atividade 8 — questao 2 — letra b — Visualizacéo da
area acima do eixo das abscissas, no VCN, a partir de 12 pontos, ao longo da
linha de fronteira, em grupo

b ] DAJSte POINOMIN - Y s DO« DIX + D2X"2+ D3 X "3 o _ s Dp X™p
Principal  Grafico

N ow e s v m e B

A drea em negrito € a que deve ser considerada.

b & b L b

Fonte: Dados da pesquisa.
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E certo que, diante de tudo o que foi discutido anteriormente, quando se
obtém mais pontos sobre a curva, o resultado seria mais préximo do real. Mas, ao
invés disso, optou-se por utilizar, com limites diferentes, os mesmos pontos,
dividindo o Sudeste em 4 regibes, como se fossem 4 quadrantes, tratando uma

regido de cada vez, o que tornou possivel um resultado melhor que o anterior.

Com os 7 pontos obtidos ao longo da linha de fronteira na area I:
Dessa forma, foram lancados os pontos no VCN, a fim de gerar uma funcéo

cuja curva representasse o limite superior da area |, ficando assim definida

(PROTOCOLO 43).

Protocolo 43 - Resolucao da atividade 8 — questao 2 — letra b — Obtencéo da
funcdo no VCN, a partir de 7 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area I,

em grupo
= S)Ajuste Polindmial = ¥ = 60 + b1 X + b2 XA2 + b3 XA3 + = + bp XAp. SO
Brncpal | Grafico |
Nimero do Pontos(n) |7 n| Grau do Polnéenio (p) |° n|
| = Porto 1= [Pecto 2= {Ponto 3 = {Ponto 4 = [Peeto 5= [Peeto 6=
X = -3 2.5 -2 15 -1
Y= 0 02 05 06 07
¥ Cokuados| 10269562977 14 0 0087 05 38389 0,599999999999842606  0700000000000085104 239599
dResdxn: KA oaT] 5 99131852 U4000009E. 14 .1 3ISAB00019525763E.13 1,57393737709937927€.13 .8 61037044815200357E.14 1 5951190700

Ll

Erro Tolad 55288726 1742209938E-26 Coefl de Deter 580:1

X.B=Y B Cokua >> | b Grafco l o Nowo l D Sair |
Matriz Somatdno ¢o X Matrz ¢os Tormos ¢o b Matrz Somaténo do Y
Matnz | Coluna 1 [Corra 2 {Cotuna 3 [Cobrna 4 V Vetor | Coluna 1

Linha 1 < | =105 ¥X12| X0 ST Bl 2.299990999999999 Unha 1 n-ﬂ
nha 2% | -10,5¥X72] 22,753X78 | -55,125¥XT4 Unha 27X | -3
|Linha BeXT2 | 2.753XM3 )| -55,1255X%4 | 1421875 3XTs | 41 JLLE555553585T2 Linha 3°YX T2 59

nha aXTY | ~$5.125%X%4 192,18755XTS | -81.28125¥XT6 AT TNCEEEERERIST8AT Unha &vyXTy  -10,15
[Unha Sexcta ) 142,187sIXTS|  -351,28125EXT6 | 1049 546875 TXT 7| 25 GAAAEL5555371185 Linha SN YX T4 19,7
Unha GIEXTS | -381 28125 5XT6]  1049,536875XXTY | -2943 4453125 TX TS | 6 STIXIXAITITENRS Unha GevXTs| ~40,8625
Unha 7IeXT6 | 1049 5468 7S TXT7 | =2943,4453125 XX 78 | 8269 511 7187S TXT9 | =2« 0 GASSIEEEEEERAISS Unha 7EYXTE $8.4

<1 >

Atung3o polndmial é - 2.2 8 117 2373°X 41 I455555555358572°X2 41,7 382847°X°3 .25 65555555553T1186°X°4 -
6,57333333332760924°X"S -0 ASSIIIIEITIACSH6NS

Fonte: Dados da pesquisa.

Assim, obtida a funcéo, foi solicitado ao VCN que gerasse a curva, podendo

verificar, pelo protocolo 44 como a curva se ajustou melhor em relacdo ao formato

real no mapa.
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Protocolo 44 - Resolucao da atividade 8 — questao 2 — letra b —
Visualizacdo da area no VCN a partir de 7 pontos, ao longo da linha de

fronteira, na areal, em grupo

(o] S)Ajuste POlindmIal - ¥ = B0 + b1 X + b2 XA2 + b3 X3 + — « bp X p Be |
Principal Grénco |
32
3
28
28
24 * 3
22
2
1.
1.
4
e
1
s
ae - /.—-———.\__/'.
o4 $ " -
o / . Essa € a regido que deve ser considerada.
° /-N“_—‘ H
- =2 - °
ADSCISSD Ordenacas
Lmées Pontos: ki Cores ] Fungdes il Cores E Jraca
lnlenor.l.s gl Supenor. Io nl Funco S l Tamanho ¢os Ponlos: m QPedléol
Passo Iooo; u' No Portos: [1.001 2 = ) -fo
) I :] tater : | = sup.: | :J “ Voxa

Fonte: Dados da pesquisa.
Apéds esse procedimento, foi, entdo, calculada a medida da area | com o

auxilio do VCN, obtendo 3,04 cm?, como pode ser observado no protocolo 45.

Protocolo 45 - Resolucao da atividade 8 — questado 2 — letra b — Célculo da area
I no VCN, em grupo

] ©)integrag 30 Numéria dada a Fungo - Incegral Simples de 1(x) dx o
Brincipal | Gréfico|

Entre com os Valores:

X iniciak[ .3 o I X final:[ 0 o I Ndmero de Pontos:l 31 o I Passo{h)clo,1 2 I

y = {(x): [X*2 -47.7166666666282847°X"3 -25,6555555555371186°X"4 -6.57333333332780924" X5 -0.64860358080026046°X"6

1 BCalkula »l 1= I[(x)d

Valor da Integral = 3,04057559999981463

Portos] X= | F(X)=
. 1, 45994327 1 38208085E-14

;

229 0,172912639550644041
28  0222588159999558249
- 27 0217276150979033872
- 26 0201296639953762229

7
3
3
2
3 Método usado: Segunda Regra de Simpson.
[ 25 0,199999999999942182 3
7 24 0224259840000075941 2 Valor do Somatério = 81,0820159999950568
8- 23 0274498500000163642 3
[ 9. 22 0,34424576000019956 3
T %2 05000000000001362%3 3 k2 Grafico | % Tabela a Fung8o na Planitha
A9 0,564087040000008067 3
A8 060T685959959989836 2 1
A7 0626895359999918969 3 # Novo D Sak
5. | 18 0622442239999867295 3
16| 15 0599999999990842875 2 Método a ser Utlizado
7. | 4 0569994239999849114 3
18. | 13 0546959359999884623 3 * Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)2
9. -12 0,54842495995594329 2
20| 1.0 0,593335040000014891 3 * PrAmeira Regra de Simpson I=h,(Y1+4Y2+Y3N3
21. A 0,700000000000086162 3
22. | 09 0883581440000142253 2 7 Segunda Regra de Simpson |=3h.(Y1+3Y2+3Y3+Y4)8
23.- 08 1,153109T600001 6869 3
24 07 1,508024 50000015374 3 ™ Regra de Boole I=2h.(TY1+32Y2+12Y3+32Y4+7YS5)45
25. | 086 1,93430784000009129 2
26. | 05  239999999999998405 3 =

Fonte: Dados da pesquisa.
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Com os 7 pontos obtidos ao longo da linha de fronteira na area |l:
A partir dai, foram lancados os pontos no VCN, a fim de gerar uma funcéo

Cuja curva representasse o limite superior da area Il, como visto no protocolo 46, a

seqguir:

Protocolo 46 - Resolucao da atividade 8 — questao 2 — letra b — Obtencgéo da
funcdo no VCN a partir de 7 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area ll,

em grupo
| B 9)Ajuste Polindmial - Y = b0 « b1 X + B2 X*2 + b3 XA3 + . + bp X*p o ¥
Principal | Grafico|

Namero de Poalos(n) | 6 = | Grau o Polindmo (p) I 5 2 I

| = Ponto 1 = [Poets 2= [Peoeto 3= {Ponto 4= {Ponto 5= [Peeto 6=

X = 0 05 1 15 2

Y = 23 25 24 21 18

Y caculado=]| 2 29999999999999958 25 193 2 3L 2,10000000000000269 1,799999999999996887 0 E00000X

d Residvo= JOESITIFFTRETIETT=0TE -1,02087086702419769E-15 3 23244005704828292€ 15 -2 65W032281965431E-15 1,12008814242640432€-15 -1,9287056648!

Efro Total 2,29054740700417838E-29 Coof; ¢ D ¢50:1
X.B=Y B Calcula >> | B Grafico # Novo B sar ‘
Matnz Somalono do X Malnz dos Termos de b Malnz Somatdno ce Y
Matre |Cobna 1 {Cotuna 2 [Cobna 3 | Cetuna 4 | Vetoe |Cobna 1
Leha V a=X | 755X 2] 13,755X 3 | 35 ) PIALIIIILIIIIIIS 8| Lo 1
Leba 25X | T55X12) 13,755XTy 28125574 6.8 Lria 2YX | 19
Lt 3vx T2 13,753X73 | 28,125TXT4| 61,1875XX7s 13828 Lirha 3vyXT2) 187

Leha 4oXTy | 281255XT4|  611875EXTS|  13828125XXT6| 320546 Lera 4vyxTy 23878

Leta SoXTe | 61,18753XTS | 12828125XXT6| 320,546875XXT7 | TS6 448 Leha §yXTe) 65428

Leha GUXTS | 138.281255X76 | 120546875 EXT7| 756,4453125EXT8 | 1808 51178 Lehd v yX TS| 124 61875

<1

>

Afung 3o polinimed & © 2 20999999999999958 +0 200L0L0LLEATANI 04X +1,38333333333308353°X°2 .2 QULLLLIAIBIBTOT XS +1 COLLLLLLEHEA5402° X
O 3NFHAAHTTLRTIAXS

essa

real n

Fonte: Dados da pesquisa.

Dessa forma, obtida a funcao, foi solicitado ao VCN que gerasse também
curva, que, assim como a anterior, se ajustou melhor em relacdo ao formato

0 mapa, como indicado pelo protocolo 47.
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Protocolo 47 - Resolucao da atividade 8 — questao 2 — letra b — Visualizag&o da
area no VCN a partir de 7 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area ll, em

grupo

Principal Gréfico |

R )Ajuste Polindmial - ¥ = b0 + b1 X + b2XA2 + bIXA3 + . + bp X*p

S0

s
e |
3
AHb
b
2
Al
i

v
Al
Al NGRS
ot ~.Essa
L ——
12
AN
A
o
o8
orf s
L)

€ a regido que deve ser considerada..

ADSCISSa
Limdos.

lnrenol’u o
Passo. [00025 g

N.o Pontos.

s 55| [ e =

Ordenadas.
Pontos:  yCores | Fungdes:  WiCores | E Traga I
I Tamanho dos Pontos m B Padrso

0] G ] o yota

1.001 2 Infor ]o

Fonte: Dados da pesquisa.

Apos, foi, entdo, calculada a medida da area Il com o auxilio do VCN, obtendo

5,22 cm?, como pode ser observado no protocolo 48.

Protocolo 48 - Resolucao da atividade 8 — questdo 2 — letra ¢ — Calculo da area

Il no VCN, em grupo

™
Principal | Gréfico|

Entre com os Valores:

TUJNLEOrACI0 NUMENCa GG 3 Hengao = Integral Simples e 100 o

X inicial:[o

i] Xﬁw:{z's

:] Nimero de Ponlos:[zs :] PH”{W[O.‘I :]

y=10): |-x +1,38333333333308353°X42

-2,866666E666E638767 X3 +1,6666666666665402°X*4 -0,319999999999979964°X*S

X = | F(X) =

U 2 29999999999997356
2,33479680000000477
2,35229760000000549
2,43082240000000597
2,47192320000000419
25 2

. 1
06 2511N67999999972
0.7 2.50661715999999979%6
08 2,48474239999999685
09 2,44824319999999646

ps X

]
o

|
(&
N

a
°
©

)
o
-

=
=3
()

FFFFFT

59
-
W -
NN
ng
LEne
g9k
2as
gg%w
2883

SMNNNNVNNVNNNNNNNVNONNNNNNNYNNNN @y

3
s
.5.
g
N

N
~

Hv'EH% :

1,79999999999999888
2,1 1.69387679999999679
22 1 S821T159999959506
3 1,32730239999999439
24 1,02280319999999572

B Calcula >> 1= [t ax
Valor da Integral = 5,226€0000000000024 < :
Método usado: Regra dos Trapézios.
Valor do S rio = 104,5320( 0!
b Gréfico © Tabela a Fungdo na Planilha
# Novo 0 Sair
Método a ser Utiizado

* Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)2

¥ Primeira Regra de Simpson I=h.(Y144Y24Y3)3

~ Segunda Regra de Simpson [=3h.(Y1+3Y2+3Y3+Y4)8
 Regra de Boole I1=2h.(7Y1432Y2+412Y3+32Y4+7Y5)45

Fonte: Dados da pesquisa.
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Os 7 pontos obtidos ao longo da linha de fronteira na érea Ill foram lancados,

no VCN, a fim de gerar uma fungéo cuja curva representasse o limite superior da

area lll, conforme pode ser observado no protocolo 49:

Protocolo 49 - Resolucéo da atividade 8 — questao 2 — letra b — Obtencéo da
funcdo no VCN a partir de 7 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area lll,

em grupo
11)Ajuste Polindmial - Y = b0 + b1 X+ b2 X*2 « b3XA3 + . + bp X*p S0 |
Brincipal | Gréfico |
Namero de Poatos(n) | 7 =1 I Grau 6o Polindmo (p) | 6 =] I
| = Ponto 1 = [Porto 2= [Peets 3= {Ponto 4= {Ponto 5= |Poeto 6=
X = 25 . a5 K]
Y = A5 16 419 25 24
Ycdcubddos] 1 S0000000000000533 .1 50990999099906708  .1,00000000000007003 .2 4UUUUAUAAA0Z2S 2 40000000000006584  .2,099999
LTl 5,32907051820075139 -3,20382826171639046E-14 7 S0310051357369911E-14 -9 TT4MIMEEMII0ESE- 14 6,5838610605051251E-14 -2, 256615033
« >
Erro Total 2,15538830010315613€-26 Cooficionto ¢o Dolominagdo: 1
X.B=Y 8 Colcula >> | E Gréfico # tiovo B Soxr
Matrz Somaténo do X Matriz dos Termos de b Matnz Somatério e Y
Watre [Cobna 1 Cotuna 2 [Cotra 3 {Cotuna 4 Vetce [Colna 1
Lrha 1 *X | -10,55X72| 22,53X718 | Lrha 1
Lt 4vX | ~1055X12) 22,755X13)| ~55,125¥X74| Lrha Z5YX | 195
rha ¥vXT2 2,255 -55,1265XT4) 142,18753X75 | Lrts 3yX T2 =19.65
Lehadfex?y|  -55125%XT4) 1421875 TXTS | ~3851,28125XX76 Lrha 4eyXTy) Nns
Lot 49X T4 14218758XTS | -0 28128 EXTE | 1049,5468755X77 | Leha Sy Te)  -229.5878
Lot EfeXTs | «381,28125XXT6 | 1049546875 TXT7 | =2943,44531255XT8 | Lrha (eyX TS €0)
Lt 7OXT6 1 1049, 546875 £XT7 | =294 453125 IXTS | 8369, 51171875579 | -2« Lo 7evXT6) -1626 624278
<] >
Amaopowm-u -2 00000000000000335  +1,62333333333009120°X +8,04333333332021067°X°2 +13 5% 139%06°3 +10,1333333333213916°X"4
+ nmmlmxs 0 373AIATITAATSANG

Fonte: Dados da pesquisa.

Assim, obtida a funcao, foi pedido ao software VCN que gerasse a curva, que

também se ajustou melhor em relacdo ao formato real no mapa. Ressalta-se que a

regido considerada é aquela entre a curva e o eixo das abscissas.
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Protocolo 50 - Resolucéo da atividade 8 — questao 2 — letra b — Visualizacéo da
area no VCN a partir de 7 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area lll, em

grupo

Principal Grafnco |

A 11)Ajustc Polindmial - ¥ = b0 » b1 X = b2 X*2 = b3 X*3 = = + bp X p

-
==H

=15
188
-8
-1
A7
75
-18
188
=T

-2
204

213

| Essa é aregido que deve ser considerada.|

-3

Abscrssa
Lim#es.

Infedor Fa o I
Passo |o.003 nl

Supenor |o "I
N.o Pontos. |1oo| gl

Ordenadcas

Ponlos. il Cores I Fungies.

Fundo:
Lamites.
Infer :Io

il Coves

.3] s«p:'o

' fff.;):f_fffffffffffffffffff =

u | evosnren [ ]
=]

E Iraga I
A Padrio I
o |

Fonte: Dados da pesquisa.

Dessa forma, foi, entdo, calculada a medida da area lll com o auxilio do VCN,

obtendo 6,2 cm?, como pode ser observado no protocolo 51.

Protocolo 51 - Resolucao da atividade 8 — questado 2 — letra b — Célculo da area

Il no VCN, em grupo

9
Erincipal | Grafico |

Entro com o3 Valores:

TSNEGra;I0 NITENCa B33 3 FUNCIO = INSegral SImples o6 100 &

X inicial:] 3

i] Xﬁnﬂl;'u

ﬂ Nomero de Pon:os:| 3 ﬂ Powo{hk|o.1

0

y =f{x): JZ +13,8999999999813996°X"3 +10,1333333333213016"X"4 +3,22666666666312066°X"S +0,37333333333293784" X6

Portos| X=| F(X)= Coetie =

g -1 5000000000000048
2.9 1 69795455999978023
28 -1, T424E063999973024
-2.7 -1, T08336839599TT84T
26 -1.6450025599998T01

olm|~lalnla

N
w
-
(L,

§
=
z

WNRQWNWLONLWWONLDWUNLODLUNWGLNWLNWW -

2,1 -1,77269376000010949

-2 -1,90000000000007 762
1.9 -2,04105216000003322
-1.8 -2,18265383999998536
1,7 -231321343999994318
16 -2.42154495099991187
15 2 4SRN0 14
1.4 -2 54382095999990975
13 .255196543099999354
—_| -12-252653183999997481
20-_| -1.1-2.47311616000002117
21- -1 -2 4000000000000658
F 09 .2,31742976000009917
08 -222656704000011212
0,7 -2.16817024000009745
06 .2,12100726000005173
05 -2/ 743

1= bt e Fae G et Y bl o P B O P

FAEEH

Valor do Somatério = -165,593503999996744

b2 Gréfico I © Tabela a Funglo na Planilha
o Novo |

Método a ser Vtilizado

© Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)2
~ Primeira Regra de Simpson Ish.(Y1+4Y2+Y3)3

¥ Segunda Regra do Simpson [=3h,(Y1+3Y2+3Y3+Y4)8
~ Regra de Boole I=2h.(TY1+32Y2+12Y3+32Y4+7Y5)/45

5 BCalcula>> | I= Il{r)dr
Valor da Integral = -6,20975639939987789
Método usado: Segunda Regra de Simpson.

D Sair

Fonte: Dados da pesquisa.
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Com os 6 pontos obtidos ao longo da linha de fronteira da area IV:
Os proximos seis pontos, esses obtidos na &rea 1V, foram langados no VCN, a
fim de gerar uma funcéo cuja curva representasse o limite superior da area Ill, como

observado no protocolo 52.

Protocolo 52 - Resolucao da atividade 8 — questao 2 — letra b — Obtencgéo da
funcdo no VCN a partir de 6 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area 1V,

em grupo
Iz 14Ajuste Polindmial = Y = B0 + BT X'+ B2XA2 + BIXA3 + =+ bp X*p B
Brincipal | Geatico|
Ndmero ¢o Pontos(n) p’- gl Grau ¢o Polindmio (p) |5 9'
|2 Ponto 1 = {Ponto 2 = [Peeto 3= [Pecto 4 = [Pocto & = [Pecto 6=
X = 0 05 1 15 2
Ys 2 a2 a1 a1 08
¥ caCula30 A SOSAAA -1 20000000000000044  -1,09999999999999927 -1,1000000000000006  -0,799999999999999756 -3 97890021
PR 1 033244670378685 ] 4,38550776770206544E .16 .7,30535422820732688E16 5 95311194S57027439€.16 .2,43720648374741397E.16 3 976300
< >
Erro Total 1,153266849034965223€-30 Coaficiente ca D gao:1
X.B=Y ﬂcdcuh»l b2 Geafico ] # hovo I B Sox
Matrz Somaténo do X Malriz dos Tormos do b Malriz Somatdnio ¢o Y
Matre [Colna t {Cotuna 2 [Cobna 3 {Cotuna 4 Vetor [ Cobna 1 | Vetoe |Cobna 1
Lrha 1 1 75IX12| 1375EX13 | 28, b0 9999999999999999 Lrha :
Lriha 21 | TATXT2) 10,755y 28,125¥X%4) 611 2 VSRR TR Leha 25X | =495
Leta 3vX T2 13,75EXT3]  281283XT4]  61,1875%XTs | 1828 -2 900LLLL0L0006 1052 Lrha Stt'\x‘.n -7.0758
LehadoXTy | 281258XT4|  61,1878EXTS|  138281258XT6 | 320546 1,190600000000500738 Lrha 45vXTy)  -113628
Lena SeXTe]  61,1875XXTS | 13828125 TXT6| 320,546875XXT7 | TS6.448) -0,133333333333304962 Lrha SyXTa) -19.54378
Lrha GVXTS | 13828125 5X7T6 | 320544875 XXT7 | 756, 33531 25 XT8 | 1808 51171 -4, 48746705213794841E-15 Leha oYX TS| =35 050628

< >
ARG 30 polinima & | ) SERRTIRTYY) 42 19999999999998323°X -2 CLLLLLLLLLEE1052°X°2 ) \OXaaa a3 TS XS -0,133333333333304962° X1 -
4 ASTIETOS21ITHSAIES'X'S

Fonte: Dados da pesquisa.

Apos a funcado definida, foi solicitado ao software VCN que gerasse a curva,
sendo a regido considerada aquela entre a curva e o eixo das abscissas, como

indicado no protocolo 53.
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Protocolo 53 - Resolucao da atividade 8 — questao 2 — letra b — Visualizag&o da
area no VCN a partir de 6 pontos, ao longo da linha de fronteira, na area IV, em

grupo

Principal Gréfco |

1)Ajuste Polindmisl - Y « B0 « BT X+ B2X*2 «+ B3IXA3 + _+ bp X*p

50|

°
21
22
23
24

~l
o]
o8
1)

-1
SA

as| ... Essaéaregido que deve ser considerada.| . .

-2
-3
a4
-5
-8
-7
-8
-9

2 Salecusne uma s 83 Grafico Com © mause pars um Zoom. |
e 1 2

AdsCIssy Ordonacas

Limos: Ponlos: gy Cores Fungoes. 1 Coros e Jraga
Inf {

nw{"‘ o P [2'5 - Fundo Tomanho dos Pontos: |4 gl QPadrso

Lmdes
Passo lo,ooas o N.o Pontos: 7,001 o Infer. Io 3] Sup Io il © Vot

Fonte:

Dados da pesquisa.

Dessa forma, foi, entdo, calculada a medida da area IV com o auxilio do VCN,

obtendo 2,58 cm?, como pode ser observado no protocolo 54.

Protocolo 54 - Resolucdo da atividade 8 — questdo 2 — letra b — Calculo da area
IV no VCN, em grupo

= 17)integracio Numérica dada a Fung3o - Integral Simples de #x) dx =lo 3
Brincipal | Grafico |
Entre com os Valores:
X inicial: I 0 i] X fnal:l 25 i] Numero de Pontos: I 26 i] Passo(h): I 0.1 il

1052°X*2 +1,

y=t6:

3738"X*3 -0,133333333333304982"X"4 -4,48748705213794841E-15°X"S

Portos| X= | FOX0 =

i

0 R
01 -1,74348000000000108
02  -1.54928000000000147

03 -1,39568000000000135
04 +1,28128000000000095
05 -1,2000000000000004%
06 1,14607999999999995
07 1,11407999999999955
038 1,0968799999999993
10 09 1,09567999999999921

<1
11 -1,10767999999999947
12 1,11487999999999976
13 .1.11808000000000008
14 -1.11408000000000038

S NNNNNNRNONORONNNNRNNNNNNNAARN -

16 15

16 -1.07328000000000074
’ 1,03168000000000072
9. | 18 -0.973280000000000544
[20-] 19  -0,89638000000000022
21~ 2 079RTRINTHNIN
22- | 21  0632879999999999327
23. | 22 0544479999999996941
24. | 23 .0,384479999999998795

25. | 24 -0,20287
25. | 25 -101805356347200032€-16

8 Coleula >> =[x
Valor da Integral = -2,58736000000000011 @
Método usado: Regra dos Trapézios.

Valor do Somatério = -51,7472000000000021

2 Grdfico © Tabela a Fungdo na Planitha

B Sair

i

Método a ser Utlizado

© Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)2

© Primeira Regra do Simpson I=h,(Y1+44Y2+Y3)3

© Segunda Regra de Simpson [=3h.(Y143Y2+3Y34Y4)8
I Regra do Boole 182 (7Y 1+432Y2+12Y3+432Y4+7Y5)45

Fonte:

Dados da pesquisa.
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Assim, a partir de todo esse processo, dividindo a regido Sudeste em quatro

areas distintas, as curvas se ajustaram melhor. Somando essas areas, obteve-se um
total de 17,04 cm?, e ao se utilizar a escala do mapa para transformar a medida em

Km?, teve-se a seguinte operacao:

1cm? — 62500 km?
17,04 cm?— X
X =1.065.000 km?

~ . 2 x
Portanto, a resolugéo representou a medida de 1.065.000 Km ™~ para a regido
Sudeste. Comparando as medidas de areas obtidas nas questdes 1 e 2 com a

medida real, tem-se, portanto, que na questdo 1, a area obtida foi de 17,52 cm2,

equivalente a 1.095.000 km?2. J& na questdo 2, na qual foi utilizado o VCN, a area
obtida foi de 17,04 cm 2, equivalente a 1.065.000 km 2, Enquanto que a medida real,

obtida no site do IBGE é de 924.616,97 km?.

Observa-se, portanto, que o calculo da area com a utilizagdo do software VCN
ficou mais préximo do real. Porém, assim como ja discutido anteriormente e em
outros exercicios, vale lembrar que poderiam, também, ser utilizados mais poligonos
com medidas ainda mais precisas para se obter um resultado melhor que o obtido
pelo VCN, ja que o sucesso desse calculo, tanto pelas aproximacdes finitas, quanto
pelo VCN, esta vinculado diretamente ao numero de pontos, de poligonos e a
precisdo das medidas obtidas.

A terceira questdo trabalhava com o calculo do volume de um copo
descartavel por aproximag@es finitas, utilizando 8 cilindros inscritos e o software
GeoGebra para a visualizagdo gréfica e geométrica lateral desse copo, e possuia

um udnico item:

Questao 3:
Calcular o volume de um copo descartavel através das aproximacoes finitas,
utilizando 8 cilindros inscritos de mesma altura, com o auxilio do software GeoGebra.

Observe que esse copo € formado pela rotacdo de uma reta em torno de um eixo:
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Para realizar a questao, o professor pesquisador disponibilizou aos alunos um

copo descartavel cujo volume mede 200 cm?

, €, através dos calculos, esperava-se
a obtencéo do resultado por aproximacao. A foto 3 apresenta dois componentes do

grupo medindo a altura do copo, obtendo 8 cm.

Foto 3 - Obtendo a altura do copo, em grupo

Fonte: Dados da pesquisa.

J& a foto 4 mostra, na sequéncia, o grupo medindo o raio maior do copo,

obtendo 3,3 cm.

Foto 4 - Obtendo a medida do raio maior, considerando a borda, em grupo

Fonte: Dados da pesquisa.
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Finalizando a sequéncia de medicfes, a foto 5 apresenta os componentes do
grupo medindo o raio menor do copo, obtendo 2,25 cm.

Foto 5 - Obtendo a medida do raio menor, em grupo

Fonte: Dados da pesquisa.

Apbés esses procedimentos, os alunos utilizaram o GeoGebra para a
construcéo dos retangulos. Dessa forma, no protocolo 55, pode ser vista a lateral do
copo, através da construcdo de oito retangulos inscritos, considerando a borda do
copo.

Protocolo 55 - Resolucao da atividade 8 — questéo 3 — Vista lateral do copo, em
grupo

= GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
.
-

R~ =olo) <l

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
= Funcg3o ~ - &
e f(x) = —0.13 x — 2.2!

- glx) = 0.13x +2.25 =
= Pentiagono F

@ pol1=225
= Ponto
O A=(0,0)

o A, =1(2,-251)

O B=(1,0)
O B,=(1,-238)

O C=(0,2.25)

o C,=10,-2.25)
0O D=(1,2.38) o

)]

o

o

a=2
2

A
°
= =

ABC
=

%]

L0 Dy =11,2.25) " o
‘O E=(2,2.51)
) E,=(2,238)
O F=(3,264)
-0 F,=(3,251)
O G=(4,2.77) 24
O G,=(4,2.64)
-
>

QO H=(5,2.9)
O H, =1(5,277)

O _1=16.3.03) >
[

<]

Entrada:

Fonte: Dados da pesquisa.
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Os alunos chegaram a concluséo, entdo, de que a soma dos volumes dos 8

cilindros inscritos, por aproximacao finita, € igual a 186,12 cm?, chegando, portanto,
a um resultado aproximado do real. No protocolo 56 os calculos dos volumes dos

cilindros cujas alturas medem 1cm cada realizados pelo grupo:

Protocolo 56 - Resolucao da atividade 8 — questdo 3 — Volume do copo por
aproximacoes finitas, em grupo

o temdoacl ml.

_AproximotSs finttan (Geootlova)
Nyds o0 far, asyteq VA '
Vo - W (2,38)C 1.

Vy " - (&,5D)2 -1

Vo T - (2,64)¢.)

Vs v (20X -1 _ , SR
Vo'  a- (2,9)-1 AR L AT, o TSl
Vi e (203)% 4 @Il b, T BRI s TR b § ]
IR o (8,l6)%-1

 ¥p= 180,02 e g

Fonte: Dados da pesquisa.

A quarta questdo, entdo, dizia respeito também ao célculo do volume do
mesmo copo descartavel, porém, desta vez, seria utilizada a Integral Definida e o
VCN para o calculo dessa Integral, contendo 3 itens, do a ao c. Para tanto, os
alunos utilizaram lapis, papel, borracha, régua, tesoura e o VCN.

Questao 4:
Utilizando o mesmo copo, faca o que se pede:
a) Visualizar a reta que, antes do giro, deu inicio ao solido de revolucao;
determinar pontos sobre essa reta, usando a régua; lancar esses pontos no VCN
para determinar uma funcdo que se aproxima do formato da reta; determinar os
Limites de integracdo; montar a Integral Definida e calcular o volume do copo,

utilizando o software.
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Em debate, os alunos decidiram resolver essa questdo de duas formas:

considerando a borda e desconsiderando a borda do copo.
Dessa forma, inicialmente considerando a borda do copo, os alunos obtiveram

0S seguintes dados:
Pontos: (0, 2.25) e (8.4, 3.5) (medidas béasicas do copo)

Limites de integracdo: O e 8.4
Apos, foram lancados os dois pontos no VCN, em “ajuste polinomial”, com

grau 1, jA que a funcao é linear, obtendo a funcéo que se aproxima do formato da

reta: F(x) = 2.25 + 0.149x, arredondando-a, e que pode ser visualizada no protocolo

S57.

Protocolo 57 - Resolucéo da atividade 8 — questao 4 — letra a — Obtencéo da

funcdo - VCN, em grupo
= 18)Ajuste Polindmial - Y = B0 + b1 X + b2 XA2 + b3 XA3 + . + bp X"p =l=H
Brncipal | Gréfico |
Niemero de Pontos(n) 2 =] Grau do Polnémio (p) I 1 2
is Porto 1= [Ponto 2= |
X = 0 84
Y = 225 35
Y cakuados 225 as
d Residn= et ans Al SR 1Y 2 16840434497100887E-19
Erro Total 9,40395480657830005E-38 Cooficionto do Detormmag o1
X.B=Y Boecua> | Eowwo |  #ow 1 sair
Matriz Somatono co X Matnz ¢os Termos ¢o b Matnz Somat6no de Y
Matnz | Coluna 1] Cotuna 2 Vetor | Coluna 1 Vetor | Coluna 1
Lnha 1 X | S84 80 25 Linha 1
Linha 1845XT2170.56 b1 0,14880952380952381 Unha 2ivYX 294
Afung 3o polndmal & - 225 +0,14880952380952381°X
Fonte: Dados da pesquisa.

Assim, o formato da reta gerada pela funcdo obtida no VCN pode ser

visualizado no protocolo 58.
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Protocolo 58 - Resolucao da atividade 8 — questao 4 — letra a — Visualizacao da

reta - VCN, em grupo

) 18)Ajuste Polindmial - Y = b0 + b1 X « b2X*2 + B3XA3 + _ « bp X*p [=lo
Principal Gréfico |
s
a8
e
s
0
3
32
s
A e i o et
308
3
m
Eid
28
n
s
S P e e s I S I
e B o e S e e e e AR R A
.
2%
s
24
el
s
2
22
° 1 2 3 “ s . T L]
ADSCISSa Ordenadas:
Limdos: Pontos: g Cores I Fungdos: ¥l Cores ] E Jraca
Infenor. Suwpenor. (g4 o
e Fundo Tomanho ¢os Ponlos: | 4 2 QPadrio
E u [ ]| wewao]
P N.o Pontos .
asso: [0008¢ g ° 1.001 o Infer. lo g] sw-lo g] o Yors ]

Fonte: Dados da pesquisa.

J& o volume do copo formado pela rotacdo da reta em torno do eixo horizontal

(eixo x), pode ser visualizado no protocolo 59, obtido no VCN, em ‘“integracao

numeérica dada a funcao”.

Protocolo 59 - Resolucao da atividade 8 — questado 4 — letra a — Calculo do
volume do copo pela Integral Definida através do VCN, em grupo

]

Principal | Grafico|
Entre com os Valores:

1950903430 Numérica dada a Fudo - lnsegral Simples e 10x) dx [=lo

X ini:intl 0

"o Xfeal[52

ﬂ Nimero de Pontm:[ss 1, Passo(h): ID.'I ﬂ

y=f(x): [P (225 +0.14880852380952381 X2

e e o e e el

Pontos] X=| FiX)=

1 15.9043128087983283
0,1 18,1153029997482165
02 16,3278445584921053
0.3 16 5416974760295047
0.4 16 750941 7673618847
05 169T5TT4214877752
06 17,1916042414070664
0.7 174110228211 215561
08 176318325786294504
0.9 17, 8540005959313433

1 180776201 T1902712368.
1,1 1830261002791 71308
1,2 18 5259852420010254
1,3 18,7567518230789206
1.4 18,9850097693508164
1,5 19, 2164590814167128
16 19,4433997592166098
1,7 19.6817318029305073
18 19,9164552123784054
1,9 20,1525693876203041

2 20,3900761286562034
2,1 20, 62597365354561033
22 20,8652625081100037
23 21,1109427465275047
24 213540143507 398084
25 21,5684773207457085

Cocfic

BNUUOUNWEONGEONGEONGENEENE RN -

= B Cakula>> 1= I x
Valor da Integeal = 221,560821894420168 é
Método usado: Segunda Regra de Simpson.

Valor do Somatdrio = 5508,28858285120449

E Grafico ~ Tabela a Fungdo na Planilha

& Novo D Sair I

Método a ser Utlizado

i

? Regra dos Tropézios I=h.(Y1+Y2)2

¥ Primeira Regra de Simpson I=h.(Y1+4Y2+Y3)/3

7 Segunda Regra do Simpson [33h,(Y1+43Y2+3Y3+Y4)3
r Rogra do Boole 1=2h. (TY1+32Y2+12Y3+32Y4+7Y5)45

Fonte: Dados da pesquisa.
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Apbs os procedimentos realizados, os alunos obtiveram um volume de 221,

56 cm>, superior aos 200 cm3esperado.

J& na execucao da segunda forma de medicdo, desconsiderando a borda do
copo, os alunos precisaram corta-lo, para facilitar a medicéao.

A foto 6 apresenta componentes do grupo cortando o copo para que

pudessem conseguir novas medidas desconsiderando a borda.

Foto 6 - Obtendo a medida do raio maior, desconsiderando a borda, em grupo

Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos, entéo, obtiveram os seguintes dados:

Pontos: (0, 2.25) e (8.2, 3.3)

Limites de integracéo: O e 8.2

Funcdo que se aproxima do formato da reta: F(x) = 2.25 + 0.128x,
arredondando.

Vale observar que desconsiderando a borda, ha uma reducdo na medida da
altura do copo (Limites de integracéo) e na medida do raio maior.

Com as medidas realizadas e os dados disponiveis, os dois pontos foram

lancados no VCN, em “ajuste polinomial”, podendo ser visualizada no protocolo 60.
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Protocolo 60 - Resolucéo da atividade 8 — questao 4 — letra a — Obtencéo da
funcdo desconsiderando a borda - VCN, em grupo

@ 26)Ajuste Polindmial - Y = b0 + bl X + b2 XA2 + b3 X*3 + ... + bp X*p
Brincipal | Grifico |

Nimero de Pontos(n): I 2 (=] Grau do Poinémio (p): | 1 BI

Te Poato: 1% |Por.=o: 2 I
X= ] 82
Y = 2.2% 33
Y calculados] 228 33
4 Residuns 8340 9710088 = 0
Erro Totak4,70197740328915003E-28 Coeficiente de Determinagdo:1
X.B=Y B cakcun>>| EZ 6Grifico I 4 Novo | B sor |
Matriz Somatdrio do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatorio de Y

0.128045780457804878

Fonte: Dados da pesquisa.

O formato da reta gerada pela funcao obtida no VCN pode ser visualizado no

protocolo 61:

Protocolo 61 - Resolucao da atividade 8 — questao 4 — letra a — Visualizagcao da
reta desconsiderando a borda - VCN, em grupo

r —
[2] 26)Ajuste Polinémial - Y = b0 + b1 X + b2 XA2 + b3 XA3 + ... + bp XAp [E=S[icH
Principal Gréfico |

0 1 2 3 4 s 6 7 8

~Abscissa: Ord

Limdes: Pontos:  Jif Cores I Fungdes: [Ef Cores I EZ Trecs I
Inferior: o] [ Superior: [g2 [=] — =
I " Fundo: i I Tamanho dos Pontos: | 4 % Pgdrnol

< : Limies:
Passo: [0.0082 ml N.o Pontos: [7.001 BI hfer.:lo g] Sup.:lo E] -nyon|

Fonte: Dados da pesquisa.
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J& o volume do copo formado pela rotacdo da reta em torno do eixo horizontal
(eixo x), pode ser visualizado no protocolo 62, pelo VCN, em “integracdo numérica

dada a funcao”.

Protocolo 62 - Resolucao da atividade 8 — questédo 4 — letra a — Calculo do
volume do copo pela Integral Definida através do VCN, desconsiderando a
borda, em grupo

[2] 23)Integragdo Numérica dada a Fungdo - Integral Simples de f(x) dx ® (=3

Enlre com os Valores:

Xinicialzlo EI Xﬁnal:l 8.2 E] Nimero de Pontos:l 83 BI Passo(h):l 0.1 B]

y=1(): [PI"( 2.25 +0,128048780487804878°X)'2

Pontos: | X = FX) = ICoeﬁc.-l - m Calcula >:| 1o jt(x
1- 1] 15,9043128087983283 1 J
2. 0.1 16,0858526182661373 Valor da Integral = 200,743058175407403

3- 0.2 16,2684226497961066
4- 0.3 16,4520229030882362
S- 0,4 16,626653378242526
6- 0,5 16,822314075258976
7- 0,6 17,0090049941375853
8- 0,7 17,1967261248783569
9- 0.8 17,2854774974812877
10- 0,9 17,5752590819463787

1 17,76607088827363
1,1 17,9579129164630415
1,2 18,1507851665146133
1,3 18,3446876384282453
1.4 18,5396203322042375
1,5 18,73558324784229

I1étodo usado: Primeira Regra de Simpson.

Valor do Somatério = 6022,2917452622221

EZ Gréfico | [v Tabela a Fun¢3o na Planilha
46 Novo I F] sair I

rMétodo a ser Utilizado

[V Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)2

[V Primeira Regra de Simpson I=h.(Y1+4Y2+Y3)/3

[V Segunda Regra de Simpson I=3h.(Y1+3Y2+3Y3+Y4)8
I~ Regra de Boole I=2h.(7Y1+32Y2+12Y3+32Y4+7Y5)45

BN BN BN BN AN &SNS

Fonte: Dados da pesquisa.

Como pode ser observado no protocolo 62, o valor conseguido ficou bem
proximo do que se esperava, indicando o alcance do objetivo proposto inicialmente
com a questdo, chegando a conclusdo de que, para se chegar ao volume informado
na embalagem do copo, era necessario desprezar a sua borda.

Questao 4:
Utilizando o mesmo copo, fagca o que se pede:

b) Calcular o volume do copo, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo.

Os alunos inicialmente entenderam que, para realizar essa atividade, seria

utilizada a funcéo obtida pelo VCN desprezando a borda, ja que, assim, ficaram mais
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proximos do volume real. Entdo, a férmula para o célculo do volume do copo,

através da Integral Definida, como ja visto anteriormente, é dada por:

Vv :n..[[f(x)] dx

a

Substituindo os Limites e a funcdo de maneira adequada, obtém-se:

8,2 2
V =7. [(2,25+0128x) dx
0
8,2
z. j(5,0625 +0,576x+ 0,016384x2)jx
0

\Y

X2 x3 |8
V =r. 5,0625X+O,576.?+0,016384.? 0

2 3
V = 7[.[5,0625.8,2 + 0,576.% +0,016384 %J -0

V =200,71 cm®

A seguir, continuando a trabalhar com o mesmo material, pede-se, entéo,

para comparar os resultados obtidos nos dois ultimos itens:

Questao 4:
Utilizando ainda o0 mesmo copo, faca o que se pede:
c) Comparar os resultados obtidos nas letras a e b com o resultado obtido
na questao 3.

Ao fazerem a comparacdo dos resultados obtidos pelos métodos das
aproximacoes finitas, pelo software VCN e pelo Teorema Fundamental do Calculo,
como determinava o exercicio, os alunos perceberam que utilizando o VCN ou o
Teorema Fundamental do Célculo, conseguiram um resultado mais proximo do real,
com menos esfor¢o, em relagdo ao método das aproximacdes finitas, o que pode-se
inferir que o sucesso desse célculo, tanto pelas aproximacgdes finitas quanto pelo
VCN ou pelo Teorema Fundamental do Célculo, estad vinculado diretamente a
precisdo das medidas obtidas.
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A ideia principal, ao se conceber um exercicio como esse, como disse o0 aluno
D, “é que ele nos leva a perceber que existem varios caminhos para se chegar ao
resultado esperado, ou pelo menos, proximo dele, ndo é, professor?”.
Essa sequéncia de exercicios com uma gama de atividades foi pensada tendo
como parametro Zabala (1998), quando afirma que esse tipo de trabalho:
[...] logicamente permite satisfazer a totalidade dos condicionantes, a fim de
gue as aprendizagens sejam o mais significativas possivel. Para que essas
razBes sejam acertadas, os professores devem ter uma consciéncia clara a
respeito do sentido de cada fase. Numa unidade desse tipo é facil se deixar
levar pela dindmica do grupo e perder de vista 0s objetivos que o
perseguem. Os problemas e a complexidade da organizacdo do grupo
fazem com que essa tarefa ocupe um espaco de tempo notavel, somado as
necessidades de reconduzir os interesses naturais dos alunos para 0s
objetivos previstos. [...] As atividades prévias e posteriores séo basicas para

alcancar a compreensdo dos conhecimentos propostos. (ZABALA, 1998,
p.75-76).

Entédo, pode-se afirmar que, nesse sentido, todos os cuidados foram tomados,
por parte do pesquisador, para que ocorresse, nos dizeres do autor, um trabalho
sério de estudo.

A quinta questdo da atividade propunha o calculo do comprimento de uma
curva qualquer, utilizando as aproximacdes finitas, com o auxilio do GeoGebra para
a visualizagcdo grafica e geométrica, contendo um Unico item. Os alunos utilizaram

somente o software para resolvé-la. Eis a questao:

Questéao 5:
Calcular o comprimento de uma curva qualquer, utilizando as aproximacodes

finitas, com o auxilio do GeoGebra, para a visualizacdo gréafica e geométrica:

Assim, com a utilizagdo do software GeoGebra, esbocou-se uma curva

qualquer, obtendo alguns pontos, como pode ser visualizado no protocolo 63.
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Protocolo 63- Resolucao da atividade 8 — questdo 5 — Obtencéo de pontos
numa curva qualquer- GeoGebra, em grupo
[ @ GeoGe!Jrai ' ]

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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s
JaneladeAlgebra » Janela de Visualizagdo
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0=(5,2.24) G ———
P=(22.24) / \ 0
Q=(4, 2.24)

R=(3,2.83)

B

—

-~

ﬁ

ahthbaUU
m

Mo ox e x<x
(%]
@

N

"Jrmzateag
agganeagn
‘
n

-
I
N3
NS
o

a
=
(]
I a
2 a
20D
o

5ll
o=
a

o
-
Y

666660%ooéééééogcéééééééééé

6
2.45 - -

© =

Entrad:

®

Fonte: Dados da pesquisa.

O préoximo passo seria, entéo, ligar os pontos para conseguir as medidas das

distancias entre esses pontos, como indica o protocolo 64:

Protocolo 64 - Resolucao da atividade 8 — questdo 5 — Obtencéo das medidas
das distancias entre esses pontos - GeoGebra, em grupo

€2 GeoGebra ol |
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Uma grande vantagem do software GeoGebra € que nele pode ser tragcado o

segmento, e a sua medida é calculada automaticamente com agilidade e

simplicidade. Porém, torna-se necessario enfatizar que, para se conseguir um

resultado mais proximo do real, torna-se essencial aumentar o nimero de pontos,

diminuindo assim, o comprimento de cada segmento gerado, ja que, como ja

explicitado em outros momentos, quanto menores forem as medidas dos segmentos,

melhor € a aproximacao do comprimento real. Assim, o comprimento da curva obtido

sera dado pela soma das seguintes medidas:

245+1,16+1,01+1,01+1,16+2,45= 9,24 u.c.

J& a sexta questéo, versava sobre o calculo do comprimento da curva obtida

na questdo 5, utilizando o VCN, contendo 3 itens, do a ao c e, para executa-los, 0s

alunos utilizaram l4pis, papel, borracha e o software. Como sdo sequenciados, 0s

trés itens da questao serdo contemplados nessa analise. Eis o primeiro item:

Questao 6:
Utilizando a mesma curva, faca o que se pede:
a) Lancar os pontos que foram obtidos na questédo anterior, no VCN, para

determinar uma funcéo cujo gréfico se aproxima do formato da curva.

Como o formato da curva se assemelha a uma parabola, os alunos chegaram

ao consenso de que seria utilizado, no VCN, o “Ajuste de Curvas” e também foi

estabelecido que o grau do polinbmio fosse 2, conforme apresentado no protocolo

65.
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Protocolo 65 - Resolucdo da atividade 8 — questdo 6 — letra a - VCN, em grupo

Utilténios Operadores Interpolagdo  Derivaglo Integragdo  Equagdes Diferenciais  Sisternas Lineares  Cilculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
1) juste Polindmial - Y = b0 + b1 X+ b2XA2 + b3X*3 + .+ bp X*p oo Ed
Principal |§l$ﬂco|
|| Ndmero de Pontos(n): | 7 gl Grau do Polindmio (p): | 2 =] I
e Pocto: 1w |Ponto: 20 [Pento: 3 [Peeta.d o [Ponto: 5 [Pente: 6.« [Ponto. 7w [
Xe 0 1 2 3 ] S 6
Yo 0 224 28 3 28 224 0
“ Y cakviodoe| 0,1S21420571428S7141 1 STTIA2ESTIAZESTI4  2912142857142857104  J26TIA20STIA2ESTI4 2 99204286T14286T14 1, BTTI4285714285714  0,152142857142857141
dResduos IR0 128 0,62857 142887142858 -0,0821428571428571429 -0,26714288714285714 0,0821420571428871429  0,362887142857142887 -0,162142867142887141
Erro Total.0,389242857142857143 Cooficients G Determinagd0.0,952527196560649352
X.B=Y B calewta>> | 2 Géfico | # Nowo | R |
Maviz Somatério do X Matrz dos Termos de d Matriz Somatério de Y
Mare  [Colnat Cobra2  |Counsd Vetor |Colnat Vetor  |Conat
Lnhs 1 | AXR2 9 W 0,152142857 142857 Lnha:1
tnha2 X | AXIXT2| SIXXT3] a4 (1B 200 Lnha2 [YX| B8
Lnhad [EXT2]  S1IXTS| aarxxte) 2278 02: 0,345 Lnhad [EYXT2) 141,84
PNTLTI LT ETR, 152142857 142857141 #2.07°X -0.345°%X*2

Fonte: Dados da pesquisa.

A funcdo, entdo, que se aproxima da curva,

f(x) = 0,15+ 2,07x — 0,345x2.

arredondando-a, é

Questao 6:

Utilizando a mesma curva, faca o que se pede:

b) Determinar os Limites de integragao e calcular o comprimento dessa curva,

utilizando a Integral Definida e o VCN para calcular essa Integral.

Como encontrado no item anterior, os Limites de integracao foram: 0 e 6

Para calcular o comprimento da curva, utilizando a Integral Definida, pode-se

utilizar a férmula:
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Substituindo os Limites e a derivada da fungcdo de maneira adequada, obtém-

se, entao:

L= Ig\/1+(2,07—0,69x)2dx

Optou-se, entdo, por calcula-la através do software VCN, em “Integracéo
Numérica Dada a Funcao”, informando os Limites 0 e 6, o “passo h” igual a 0,1,
digitando a func&o corretamente e, entdo, o VCN calculou a Integral Definida, que
nesse caso, representava o comprimento da curva, conforme apontado no protocolo
66:

Protocolo 66 - Resolucao da atividade 8 — questdo 6 — letra b - VCN, em grupo

121 6)integragio Numérica dada » Fungdo - Integral Simples de (x) dx feloE=d
Principal | Grafico |

Entre com os Valores:

Xinicial:lo o I Xﬁnal:le o I Nomero de Pontos: |61 o I Passo(h): |o_1 o I

y=1(x): [(1o(2,o7-o,69-x)»2)»o,5

Pontos: | X= | F(Q) = [Coebic= | = <
- ) 2.29889103700023155 - 8 Caicua> I

= [

1 1

2- 0.1 2.23696244939426732 3 -

F 5 S IS 3 Valor da Integral = 9,03364290082092712

4= 03 2.11441930562506925 2 Método usado: Segunda Regra de Simpson.

5- 04 2,05388315149620914 3

6- 0.5 1.99389693815904136 3 Valor do Somatério = 240,89714402189139

7- 0.6 1,93451182472478053 2

8- 0.7 1,87578490238086734 3

9. 0.8 1.81777996468219442 3 EZ Gréfico I ¥ Tabela a Fungdo na Planilha

10 - 0.9 1,76056837413376252 2

1- 1 1.70423003142181484 3 ) :

12- 1.1 1,64885245082335876 3 # Novo M
13- 12 1,59454194049576507 2 .

14. 1.3 1.54140487867399719 3 DGO S s Ulradi

15 - 14 1,48956906519973084 3 ¥ Regra Trapézios I=h.(Y1+Y:

16 - 15 1.43917511095766244 2 O e e

17 - 16 1,39037980422616899 3 ~ Primeira Regra de Simpson I=h (Y1+4Y2+Y3)/3

18 - 1.7 1,34335736124085761 3 A

TR 18 1.29830042748202159 2 ~ Segunda Regra de Simpson 1=3h.(Y1+3Y2+3Y3+Y4)'8
20- 1.9 1.25542064663601897 3 I~ Regra de Boole I=2h (7Y1+32Y2+12Y3+32Y4+7Y5)45
21- 2 1,21494855858180267 3

22- 21 1,17713253289508569 2 =

Fonte: Dados da pesquisa

Assim, o comprimento da curva é, portanto, de, aproximadamente 9,03 u.c..
Ja o item c, pedia para comparar os resultados do item anterior com o resultado da

questao 5. Eis o exercicio:
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Questéao 6:
Utilizando a mesma curva, faga o que se pede:

c) Comparar o resultado obtido na letra b com o resultado obtido na questéo 5.

Como foram usados 0s mesmos pontos, pode-se notar que os resultados
ficaram muito proximos. Enquanto na questdo 5 foi obtido um comprimento de 9,24
u.c., naletra b da questéo 6, o comprimento foi de 9,03 u.c.

Pode-se concluir, portanto, que através do desenvolvimento dessas oito
atividades, foram possibilitadas condi¢cdes de relacionar conceitos, significados e
procedimentos de calculo, além de incentivar o desenvolvimento das habilidades e
da autonomia dos alunos (ZABALA, 1998) quanto ao estudo da Integral Definida e a

utilizacao de softwares, como o GeoGebra e o VCN.
5.9 Tipos de equivocos observados

Quadro 2 - Tipos de equivocos

Agb\gg%gg/ Procedimental Conceitual Atitudinal | Numérico Verbal Algébrico
1/1 X X X X X
1/2
2/1
2/2
2/3
3/1 X X
3/2 X X
3/3 X X
4/1
4/2 X X X X
4/3
5/1 X X
5/2 X X X
5/3
5/4
5/5
6/A
6/B
6/C
6/D
6/E
6/F
7/1
7/2
8/1
8/2
8/3
8/4
8/5
8/6

Fonte: Dados da pesquisa.



162

Observa-se que até a questdo 2 da atividade 5, os alunos apresentaram
alguns equivocos. Porém, a partir dai, eles seguiram com maior confianca e
autonomia, na resolucéo das atividades, acertando as questdes. J4 com relacdo aos
aspectos graficos e geométricos, os alunos néo tiveram dificuldade e, por isso, nédo

foram contemplados no quadro 2.

Representacao gréafica dos tipos de equivocos:

A partir da analise da resolucdo das 8 atividades, observaram-se 20
equivocos, dos tipos procedimentais, conceituais, atitudinais, numeéricos, verbais e
algébricos. Como ja dito, ndo houve ocorréncia dos tipos de equivocos grafico ou
geomeétrico. Os tipos de equivocos mais frequentes foram os procedimentais (7/20 =
0,35 ou 35 %), seguidos dos numéricos (4/20 = 0,2 ou 20 %) e dos algébricos (4/20

= 0,2 ou 20 %), conforme apresentado no grafico 1.

Gréfico 1 - Tipos de Equivocos x Frequéncia Relativa

100,0%
90,0%
80,0%
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%

20,0%
10,0%

Tipos de Equivocos x Frequéncia Relativa

Pro:::lllme Conceitual Atitudinal Numeérico Gréfico Geon;e‘trlc Verbal | Algébrico
M Frequéncia Relativa 35,0% 10,0% 5,0% 20,0% 0,0% 0,0% 10,0% 20,0%

Fonte: Dados da pesquisa.

Algumas reflexdes podem ser feitas, visto que o pesquisador, prioritariamente,
€ um professor. Antes do Mestrado, as inteng¢des iniciais visavam cumprir 0
programa da disciplina da melhor forma possivel, sem preocupacdo com 0s
detalhes, com os conceitos, procurando estudar o conteido com certa antecedéncia,
fazer um plano de aula, contendo definicbes, exemplos e exercicios,
contextualizando sempre que possivel. Porém, a partir das aulas que tive no
Mestrado, foram buscadas novas formas de pensar e trabalhar o conteddo em sala

de aula, utilizando novas metodologias de ensino, tais como:
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- Utilizar softwares como o GeoGebra e 0 VCN;

- Conceituar Limites, Derivadas e Integrais, relacionando-os.

Assim, iniciava as aulas de Calculo Integral, apresentando o Teorema
Fundamental do Céalculo e, logo em seguida, seguia para as regras de integracao.
Depois que se iniciaram o0s estudos para a construcéo dessa dissertacéo e para criar
o caderno de atividades, as aulas dadas ja ndo sdo mais as mesmas.

Hoje, esse pesquisador utiliza uma nova sequéncia didatica nas aulas de
Calculo Integral:

- Conceito de somatorio;

- Célculo de area por aproximacdes finitas, utilizando o calculo manual e o
GeoGebra;

- Limite de somas finitas, relacionando-o com a Integral Definida;

- Valor médio de uma funcéo;

- Teorema Fundamental do Calculo;

- Regras de integracao;

- Aplicacgdes, utilizando o calculo manual, o GeoGebra e o VCN.

Portanto, ensinar Integral Definida, sem antes trabalhar o que esta por tras
dela, ou seja, o Limite de somas finitas, faz parte do passado!

Assim, as intencdes foram preparar atividades que pudessem contribuir para
a compreenséo do conteudo Integral Definida, relacionando conceitos, significados e
procedimentos de calculo, buscando motivar o aluno, incentivando o
desenvolvimento de suas habilidades, tornando-o mais autbnomo e confiante.

Quanto a propalada ideia de que os “alunos devem participar da construcéo
do préprio conhecimento”, entende-se que, muitas vezes, o professor deve
apresentar ao aluno determinada situacéo-problema e reservar um tempo para que
esse aluno pense, reflita e tente soluciona-la, sozinho ou em grupo, sem a
intervencao imediata do professor, como propde Polya (2006).

Portanto, antes de iniciar o desenvolvimento do caderno de atividades com 0s
alunos, todo o assunto necessario foi abordado, sendo que, apds essa abordagem,
os alunos iniciaram as atividades, individualmente ou em grupo, procurando o
pesquisador orienta-los e corrigi-los sempre que necessario.

Dessa forma, o caderno de atividades (APENDICE A) possui questdes
relacionadas ao somatorio, ao calculo de areas por aproximacdes finitas, por Limite

de somas finitas, valor médio, Teorema Fundamental do Calculo e aplicagdes,
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exigindo, sempre que possivel, a utilizacdo de softwares como o GeoGebra e o
VCN.

Porém, se perguntassem se ha coisas que nao foram feitas no decorrer da
pesquisa, e que, hoje, com mais experiéncia, teria feito, responderia que sim, uma
delas seriam as questfes que envolvem aproximacdes finitas que tiveram o auxilio
do software GeoGebra. Durante sua resolucdo, foi solicitado aos alunos que
preenchessem a area utilizando retangulos e estes foram construidos no software
quase que manualmente, sendo muito trabalhoso, jA que o pesquisador nédo
conhecia outra maneira de fazé-lo, até o dia em que, em um encontro do
GRUPIMEM, participou de uma oficina sobre o GeoGebra, onde o professor mostrou

como preencher uma area com retangulos de forma rapida e pratica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa realizada teve como finalidade contribuir para uma aprendizagem
mais significativa da Integral Definida, por meio de uma Pesquisa-A¢do embasada
em Fiorentini e Lorenzato (2006) e Barbier (2007), submetendo o desenvolvimento
de atividades didaticas planejadas a um grupo de trés alunos voluntérios, do
segundo periodo de um curso de engenharia de um Centro Universitario em Belo
Horizonte.

A questao principal dessa pesquisa foi indagar “como um ambiente de estudo
de Integral Definida, intencionalmente preparado para trabalhar conceitos,
significados e procedimentos de calculo, € vivenciado por um grupo de alunos de
uma escola particular de engenharia?”.

A partir da tematica em estudo, foram, entdo, elaborados trés objetivos
especificos, que foram alcancados:

e Implementamos um ambiente para estudo de Integral Definida, com textos de
atividades didéaticas e acesso a softwares matematicos como o GeoGebra e o
VCN, que permitissem o acompanhamento e a observacdo da acdo de um
grupo de alunos de engenharia.

¢ Utilizamos a teoria dos conteddos de aprendizagem no desenvolvimento das
atividades, para que os alunos adquirissem autonomia, participando da
construcdo do préprio conhecimento.

¢ Produzimos um produto (Caderno de Atividades), que buscasse contribuir para
0 ensino e aprendizagem de Integral Definida, desenvolvendo o raciocinio e o

entendimento do tema.

Esses objetivos foram trabalhados e alcangados no laboratério de informatica
dessa instituicdo, onde esses trés alunos desenvolveram as 8 atividades do Caderno
de Atividades, durante 28 horas/aula, distribuidas em 14 dias com 2 horas/aula
cada.

Na elaboracdo desse Caderno de Atividades, nos apoiamos nas teorias de
Zabala (1998) e Duval (2009) elaborando questbes que levaram os alunos a

observar, questionar e relacionar conceitos, significados e procedimentos de calculo.
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Alguns pesquisadores, como Fiorentini e Lorenzato (2006), ja constataram
que a maioria dos alunos tem dificuldades no estudo de Calculo Diferencial e
Integral. Segundo esta pesquisa realizada, sugere-se, entdo, introduzir, ainda no
primeiro periodo, uma disciplina que trabalhasse contetudos basicos de Matematica,
para, entdo, no segundo periodo iniciar o Célculo Diferencial, e somente no terceiro
periodo trabalhar o Célculo Integral, respeitando essa sequéncia. A maioria dos
alunos que entra para o curso superior de Engenharia chega com grande defasagem
em Matematica. A reprovacdo em Calculo Diferencial € algo histoérico, e contribui, de
forma consideravel, para a evasdo nas instituicbes de Ensino Superior. Portanto,
torna-se necessario que haja um cuidado maior com as disciplinas do ciclo bésico
dos cursos de Engenharia, pois estas contribuirdo para que os alunos possam seguir
em frente de forma mais autbnoma e confiante.

A forte relacdo existente entre a aritmética, a algebra e a geometria, nas
aplicacbes geométricas da Integral Definida foi observada ao longo da pesquisa, no
momento em que esta foi relacionada com o Limite de somas. Essa relacdo deve ser
abordada pelo professor, em beneficio do aprendizado do aluno, pois mostra o que
esta por tras do calculo da Integral Definida.

Finalmente, o tratamento dos dados coletados foi feito a partir da analise dos
acertos e equivocos dos alunos em paralelo com as categorias das teorias
assumidas na pesquisa, sendo que a andlise qualitativa dos resultados evidenciou a
superacao de dificuldades, a evolucédo do conhecimento e de habilidades dos alunos
no desenvolvimento das atividades, os quais se mostraram mais independentes, e
confiantes com relag&o a disciplina.

Tem-se que essa pesquisa ndo possui um fim em si mesma, mas, ao
contrario, abre caminhos para novas formas de se pensar sobre 0 assunto, trazendo
novos questionamentos, levantando novas hipoteses e outras pesquisas

relacionadas ao tema.
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APRESENTACAO

Este produto € o resultado de uma pesquisa realizada no curso de Mestrado
em Ensino de Ciéncia e Matematica da PUC Minas.

Essas atividades foram criadas a fim de desenvolver uma sequéncia didatica
para facilitar a compreensdo no estudo da Integral Definida aplicada ao calculo de
area, volume e comprimento de curvas. Além disso, buscamos criar atividades que
permitissem ao aluno, perceber o que esté por trds da Integral Definida.

Segundo Zabala (1998, p. 63), na sequéncia didatica devem existir atividades:

a) que nos permitam determinar 0os conhecimentos prévios que cada aluno
tem em relacdo aos novos contetidos de aprendizagem;

b)  cujos conteddos sao propostos de forma que sejam significativos e
funcionais para os alunos;

c) que possamos inferir se sdo adequadas ao nivel de desenvolvimento de
cada aluno;

d) que representem um desafio alcancavel para o aluno, com a ajuda
necessaria, de modo que permitam o desenvolvimento de cada um;

e) que provoguem um conflito cognitivo e promovam a atividade mental do
aluno;

f) gue promovam uma atitude favoravel, ou seja, que sejam motivadoras em
relacdo a aprendizagem dos novos conteldos;

g) que estimulem a autoestima e o autoconceito em relacdo as aprendizagens
que se propdem, ou seja, que o aluno possa sentir que em certo grau
aprendeu, que o esforco valeu a pena;

h)  que ajudem o aluno a adquirir habilidades relacionadas com o aprender a
aprender;

) gue Ihe permita ser cada vez mais autbnomo em suas aprendizagens.

A pesquisa realizada que embasou a construgcao deste Caderno de Atividades
teve como finalidade contribuir para uma aprendizagem mais significativa da Integral
Definida, por meio de uma Pesquisa-Acdo embasada em Fiorentini e Lorenzato

(2006) e Barbier (2007), submetendo o desenvolvimento de atividades didaticas
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planejadas a um grupo de trés alunos voluntérios, do segundo periodo de um curso
de engenharia de um Centro Universitario em Belo Horizonte.
A partir da tematica em estudo, foram, entdo, elaborados trés objetivos

especificos, que foram alcancados:

¢ Implementamos um ambiente para o estudo de Integral Definida, com textos de
atividades didaticas e acesso a softwares matematicos como o GeoGebra e o
VCN, que permitissem o acompanhamento e a observacdo da acdo de um
grupo de alunos de engenharia.

¢ Utilizamos a teoria dos conteudos de aprendizagem no desenvolvimento das
atividades, para que os alunos adquirissem autonomia, participando da
construcdo do préprio conhecimento.

e Produzimos um produto (Caderno de Atividades), que buscasse contribuir para
0 ensino e aprendizagem de Integral Definida, desenvolvendo o raciocinio e o

entendimento do tema.

Ressalta-se que a forte relacdo existente entre a aritmética, a algebra e a
geometria, nas aplicacbes geométricas da Integral Definida foi observada ao longo
da pesquisa, no momento em que esta foi relacionada com o Limite de somas.
Portanto, essa relacdo deve ser abordada pelo professor, em beneficio do
aprendizado do aluno, pois mostra o que estd por tras do calculo da Integral
Definida.

Na elaboracdo deste Caderno de Atividades, nos apoiamos nas teorias de
Zabala (1998) e Duval (2009) elaborando questbes que levaram os alunos a
observar, questionar e relacionar conceitos, significados e procedimentos de calculo.

Portanto, as atividades foram organizadas e apresentadas de acordo com o
material utilizado. Torna-se importante salientar que o caderno apresenta sugestdes
de atividades e o professor podera, conhecendo a realidades dos seus alunos,
realizar as devidas alteracdes adaptando-as para suas aulas. Tratam-se de 8

atividades a serem trabalhadas, descritas conforme quadro a seguir:
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Quadro 1 — Orientacbes Metodoldgicas das Atividades

ATIVIDADE DURACAO OBJETIVOS GERAIS METODOLOGIAS
Atividade 1: 2 hlaula Estimar medidas de areas, Utilizar as
Aproximacoes finitas volumes e comprimentos de | aproximacoes finitas,
(2 Questodes) arcos. o software
GeoGebraeo
calculo manual.
Atividade 2: 2 hlaula Lidar com o simbolo Utilizar a definicéo e
Somatério Somatério. as propriedades do
(3 Questbdes) Somatoério e 0
calculo manual.
Atividade 3: 4 h/aula Avaliar Limites de somas e | Utilizar propriedades
Limite de somas aplicar em calculo de area e dos Limites, do
finitas volume. Somatorio e o
(3 Questdes) calculo manual.
Atividade 4: 4 h/aula Entender o Teorema Utilizar a notacgdo de
Teorema Fundamental Fundamental do Célculo e Integral e o célculo
do Calculo aplica-lo em célculos de manual.
(3 Questbdes) medidas geométricas.
Atividade 5: 4 h/aula Explorar a Integral Definida Utilizar a relacéo
O Limite de somas como Limite de somas. entre a algebra e a
definido como uma geometria (equacdes
Integral Definida e graficos) através
(5 Questbes) do célculo manual.
Atividade 6: 2 hlaula Explorar diferentes modelos Utilizar conceitos
Desenvolvendo para estimar medidas para a montagem
habilidades para o geomeétricas. dos modelos, o
calculo de area. calculo manual, o
(1 Questéo) GeoGebra e 0 VCN.
Atividade 7: 2 hlaula Desenvolver habilidades Utilizar conceitos
O uso do VCN e do para o calculo de Integrais para a montagem
GeoGebra para o Definidas. dos modelos, o
calculo da Integral calculo manual, o
Definida GeoGebra e o VCN.
(2 Questdes)
Atividade 8: 8 h/aula Representar Utilizar conceitos,

Experimentando
diferentes midias e
modelos
(6 Questbes)

matematicamente modelos
fisicos e avaliar suas
medidas.

féormulas, o calculo
manual, o GeoGebra
e o0 VCN.

Fonte: Dados da pesquisa.

Este caderno de atividades apresenta a seguinte organizagéo:

e Na primeira parte, tedrica, apresentam-se dois capitulos, sendo um deles

contendo um breve histérico sobre o tema, e o0 segundo com

explicagbes tedricas que servirdo como auxilio sob a forma de leitura
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extra-aula para os alunos ou, ainda, como maneira para se introduzir o
assunto para os alunos antes da execucéo das atividades.

e Na segunda parte o capitulo 3, com o0s Roteiros de Atividades
propriamente ditos.

e Finalizando, as referéncias bibliograficas para a construcdo deste
produto, a fim de que possa auxiliar o direcionamento de possiveis
leituras para o professor e, porque nédo dizer, também para o aluno que

demonstre interesse pelo assunto.

Bom trabalho!
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1. O CALCULO NA HISTORIA

Segundo Santos Filho (2002), as origens do Calculo remontam a Grécia
antiga, sendo os seus precursores Eudoxo de Cnido (390-338 a.C.) e Arquimedes
de Siracusa (287-212 a.C.). Eudoxo, discipulo de Platdo (427-428 a.C.) - fundador
da Academia em Atenas, a mais importante da Grécia — foi considerado o maior
matematico do seu tempo e desenvolveu o Método da Exaustdo, uma base para o
Célculo Integral. Arquimedes desenvolveu métodos para determinar areas de
regides limitadas por curvas e volumes de regides limitadas por superficies,
utilizando, muitas vezes, o Método da Exaustdo. Aos problemas de Calculo de areas
de figuras planas, os matematicos antigos se referiam como “quadratura”, sendo
famoso o problema da quadratura do circulo, que nada mais é do que a
determinacdo de um quadrado com a area equivalente a area de um determinado
circulo.

Muitos outros mateméticos trabalharam com o Célculo, alguns tentando
provar a sua consisténcia logica, outros utilizando o seu poder operacional, sem se
preocupar com as questdes filosoéficas da sua origem.

O francés Pierre de Fermat (1601-1665) abordou a quadratura de hipérboles
infinitas usando um conjunto de retangulos inscritos cujas areas relacionavam-se
como termos de uma Progressdo Geométrica. Assim como Fermat, o francés René
Descartes (1596-1650) também estava interessado na introducdo dos métodos
algébricos na geometria, com o objetivo de tornar as solucdes independentes das
propriedades das curvas, possibilitando, assim, a generalizacdo das solugdes.
Ambos também fizeram estudos sobre tangentes, utilizando métodos algébricos.

Durante a primeira metade do século XVII, utilizando-se de um método ou

outro, os matematicos ja tinham solugéo, tanto para determinacdo das tangentes,
quanto para a quadratura de curvas do tipo Y = X" (sendo n inteiro e positivo). O

matematico italiano Evangelista Torricelli (1608-1647) conseguiu relacionar
tangentes e quadraturas diretamente, através do conceito de movimento,
generalizando e estendendo ideias ja desenvolvidas por Galileu, do qual foi aluno, e
do italiano Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), seu amigo e socio. No caso desta
curva do movimento, em particular, Torricelli compreendia a relacdo inversa entre a

tangente e a quadratura, porém, ndo publicou seus trabalhos a respeito do assunto,
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enquanto estava vivo. Suas ideias foram transmitidas por intermédio do seu
discipulo italiano Stefano degli Angeli (1623-1697) aos matematicos ingleses Isaac
Barrow (1630-1677) e James Gregory (1638-1675).

Em um trabalho denominado Geometriae pars universalis (A parte universal
da Geometria), de 1668, Gregory faz uma exposicdo contendo operagdes para
determinacdo de arcos, tangentes, areas e volumes que estariam vinculados a um
trabalho de Calculo infinitesimal. Esta obra mostra que ele ja tinha compreenséo da
relacdo inversa entre tangente e quadratura, pois em determinada proposicdo ao
longo do trabalho, ele passa diretamente da quadratura de uma curva a construcéo
da tangente. Barrow, que foi professor de Newton, foi um pouco além, e no seu
Lectiones Geometriae, de 1670, apresenta o0 que se conhece como Teorema
Fundamental do Calculo, através da inversibilidade entre uma quadratura e uma
tangente.

Ainda no século XVII, com a divulgacao dos trabalhos do inglés Isaac Newton
(1642-1727) e do alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ocorreu uma
significativa mudanca na Ciéncia. Tao significativa que, tradicionalmente, a origem
do Calculo é atribuida a eles. Entretanto, entre a Grécia antiga e o final do século
XVII, muita Matemética foi desenvolvida na busca do entendimento dos problemas
das quadraturas e das tangentes, 0 que possibilitou aos dois grandes matematicos
realizarem esta invencao.

Assim, diante do exposto, pode-se, entdo, resumir o cenario da época em que
Newton e Leibniz desenvolviam os seus métodos para o Calculo:

- 0 modelo de Arquimedes, embora prestigiado, era pouco usado devido a
dificuldade de aplicacdo pratica;

- a representacdo algébrica conquistava espaco rapidamente;

- a notacado de Descartes se propagava rapidamente;

- a pesquisa de métodos gerais com possibilidade de aplicacdo em todas as
curvas ganhava espaco em relacdo aos métodos utilizados para curvas especificas;

- a quadratura se tornou reconhecida como modelo geométrico para todos 0s
métodos de integracao (cubatura, retificacéo de arcos etc.);

- a relacéo entre os métodos de construcdo das tangentes e a determinagao
dos pontos extremos ja estava estabelecida;

- a relagdo inversa entre integracdo (quadratura) e diferenciagao

(determinacédo das tangentes) ja havia sido tratada por muitos matematicos, tais
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como Torricelli, Gregory e Barrow, sendo que Barrow publicou uma demonstragao
do Teorema Fundamental do Célculo, em 1670;
- a ideia da descricdo de curvas por meio da analise de movimentos havia

sido usada para determinar tangentes, quadraturas e para relacionar uma com a

outra;
- para a quadratura de curvas algébricas, ja havia uma regra especifica do
. xP+1 ) . . .
tipo: jx Pdx = I onde p € um namero racional diferente de -1;
p+

- interesses crescentes em métodos de tangentes, principalmente com Fermat
e Descartes, levaram Frans Van Schooten (1615-1660) a idealizar um algoritmo, ou
seja, um conjunto de regras para a passagem do problema na forma da equacéo de
uma curva para a solucao final, que seria a construcdo da tangente; e

- havia um grande interesse na possibilidade de expansdo em séries como
meios de integracao, estimulado principalmente por John Wallis (1616-1703).

A partir da analise do cenéario em que se encontrava o estudo do Calculo, por
volta de 1663, coube a Newton estender para todas as curvas e unificar os varios
processos e foi Leibniz quem os relacionou através de uma notacdo eficaz e
operacional, ressaltando que ambos o fizeram sem que um conhecesse o trabalho
do outro, porém, uma grande polémica se estabeleceu entre ambos para provar de
guem seria a primazia da invencdo. Essa polémica retardou o desenvolvimento da
Matematica inglesa em um século, pois a notacdo de Leibniz que era muito mais
flexivel e, portanto, mais util para o desenvolvimento do Célculo, foi adotada no
continente a comecar pelos franceses e rejeitada pelos ingleses.

O fato é que Leibniz iniciou seus estudos de Célculo infinitesimal em 1675 e
0s publicou no periddico Acta Eruditorum, em 1684 (revista cientifica mensal alema
publicada entre 1682 e 1782), enquanto Newton s6 publicou algo relativo ao Calculo
trés anos mais tarde, no seu Philosophiae naturalis principia mathematica (Principios
matematicos da filosofia natural), onde, em algumas passagens, o Calculo era
abordado, estando, porém, na forma geométrica. Ja o tratado Methodus fluxionum et
serierum infinitarium (O método das fluxbes e séries infinitas) foi a mais extensa
exposi¢cdo do seu Calculo, sendo escrita em 1671, sendo publicado em 1736. Hoje
parece bastante claro que a descoberta de Newton antecede a de Leibniz em cerca
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de 10 anos, e que os trabalhos de Leibniz foram feitos independentemente dos
trabalhos de Newton, apesar de Leibniz ter publicado seus trabalhos primeiro.

Para Newton, as quantidades que considerava perceptiveis, porém
indefinidamente crescentes, sado consideradas fluentes e as velocidades com que
elas fluem sdo consideradas fluxdes. J& Leibniz baseou suas descobertas em
algumas ideias que se revelaram especialmente importantes, a saber: a busca de
um simbolismo e de uma notacdo, vinculados a sua ideia de uma linguagem
simbdlica geral, uma vez que ele ndo estava interessado em resultados especiais,
mas em métodos tdo gerais quanto possivel. Reconheceu, também, que a
determinacado das tangentes e o calculo de areas sdo processos inversos.

Um dos conceitos basicos do Célculo de Leibniz é o da Diferencial, onde dy é
a diferencial de uma variavel y, ou seja, a diferenca infinitamente pequena entre dois
valores consecutivos de y, e dx é a diferencial de uma variavel x, ou seja, a
diferenca infinitamente pequena entre dois valores consecutivos de x. E foi Leibniz
guem criou o atual simbolo da Integral, representando um S, a inicial da palavra
Suma, que significa Soma.

Leibniz ndo publicou suas descobertas imediatamente, apenas nove anos
depois, em outubro de 1684, no Acta eruditorum Lipsiensium (Atas dos eruditos de
Leipzig, o primeiro periddico cientifico da Alemanha, fundado em 1682), um artigo
intitulado “Um novo método para maximos e minimos assim como para tangentes
nao impedido por quantidades nem fracionais nem irracionais € um importante tipo
de calculo para elas”. Também com Leibniz ficou estabelecida claramente a ideia de
que a diferenciacdo e a integracdo eram operacdes inversas. O seu simbolismo
algébrico se mostrou muito mais eficiente que o de Newton, sendo até hoje adotado
universalmente.

De um modo geral, os livros de Céalculo tratam Newton e Leibniz como os
inventores do Calculo, mas entende-se que ao tempo deles ja havia muitas
contribuicbes ao seu desenvolvimento, feitas por grandes matematicos. Newton e
Leibniz, na verdade, ndo inventaram o Calculo, mas fizeram algo diferente, fizeram
algo maior que seus antecessores, ou, como Newton mesmo disse, em 1676: “Se
consegui enxergar mais longe foi porque estava apoiado sobre os ombros de

gigantes”.
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Porém, mesmo diante do que foi exposto, entende-se que, no final das
contas, Newton e Leibniz receberam o mérito de serem os inventores do Calculo,
pois:

- 0s varios métodos infinitesimais dos seus antecessores eram muito restritos
a determinadas curvas;

- ambos criaram um sistema coerente de métodos a fim de resolver
problemas sobre todos os tipos de curvas (quadraturas, tangentes etc.),
independentes de suas naturezas;

- 0 Teorema Fundamental do Célculo foi reconhecido universalmente a partir
deles, mas Barrow j& o havia demonstrado. Esse é o teorema que trata da relacédo
inversa entre a diferenciacdo e a integracdo. Através deste Teorema reconheceu-se
o relacionamento reciproco entre os problemas de quadraturas e das tangentes;

- ambos criaram um sistema de notagdo e de simbolos pelo qual podiam
aplicar analiticamente os seus novos métodos, na forma de um algoritmo claro e
simples, dando origem ao formulario do Célculo Integral e Diferencial;

- acrescentaram as somas por aproximacdes finitas, nocBes de limite,
aperfeicoando a técnica, tornando-a mais precisa e rapida;

- se promoviam melhor que seus antecessores.

Figura 1 — Newton e Leibniz e o Limite de somas

Somas finitas Limites de somas

finitas
{Continuo)

(Discreto)

> S s xzlim X S Edax [0 r() a

i=1 n— ® i=1

Fonte: Elaborado pelo autor
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2. INTEGRAL DEFINIDA, CONCEITOS E VISUALIZACOES GEOMETRICAS

Um dos grandes avancos da geometria classica foi obter férmulas para
determinar area de figuras planas como triangulos e circulos, volume de sélidos de
revolucdo, como cilindros, cones e esferas, assim como determinar o comprimento
de curvas.

Neste trabalho serdo apresentadas algumas maneiras de se calcular area,
valor médio, comprimento de arco e volume, de figuras nem sempre conhecidas,
tendo, como ferramentas, a notacdo sigma, a estimacdo por somas finitas, Limites
de somas finitas, Limite de somas finitas visto como uma Integral Definida, e, por fim,

o Teorema Fundamental do Calculo.

2.1 A notacao sigma

Segundo Stochiero (1992),

Desde o0s tempos imemoriais, quando o homem deparou-se com as
primeiras necessidades de contar, tem sido incessante a busca de técnicas
e processos que lhe favorecessem os calculos. Se nos primeiros ensaios
houve a utilizacdo dos dedos das méos ou de pequenos fragmentos de
pedra lascada, com o passar dos séculos tais recursos revelaram-se
ineficazes. (STOCHIERO, 1992, p.39).

Posteriormente, 0s egipcios, o0s babilénios, 0s gregos e 0s romanos
desenvolveram técnicas mais aprimoradas de contagem. Porém, somente a partir do
século IX, através de Al-Karismi, surgiu o sistema de numeracédo posicional dotado
de apenas dez algarismos, contribuindo decisivamente para 0 avanco da
Matematica nos séculos subsequentes. (STOCHIERO, 1992).

Tal qual esse desafio historico, o estudioso das ciéncias matematicas deve
trazer dentro de si o cuidado de sempre utilizar uma simbologia simples e adequada
que represente, de forma sucinta e inequivoca, as operacdes que deseja realizar.
Assim, se quiser determinar a soma dos 100 primeiros numeros naturais,

100
1+2+3+...+100, usa-se a notagéo: » i

i=1
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Sendo:
Z: letra sigma maiuscula, do alfabeto grego, correspondente a nossa letra

S, de soma. Nas operacdes matematicas, tal simbolo recebe a denominacéo
especifica de somatorio;

i: indice da soma, representando onde comeca e onde termina a soma.
Assume valores inteiros;
1: limite inferior da soma;

100: limite superior da soma.

Exemplos:

n

o Y i=14+2+3+..+(n-1)+n
i=1
5

« >(i+2)

1+2)+(2+2)+(B+2)+(4+2)+(5+2)=3+4+5+6+7

[y

—

k? =12 +22 +32 +...+(n—1)2 +n?

M:

7\_
I

1

1 1 1 1 1
— = + + +
i+1 3+1 4+1 5+1 6+1

6 11 1 1
== +-4+=+=
~ 45 6 7

w

. Zn:f(i): f@)+ f2)+..f(n—-1)+ f(n)
i=1

Tem-se, como propriedades do somatério, portanto, segundo Stochiero
(1992):

n
V) Zk =k.n, sendo k uma constante dada.
i=1

vi) Zn:k.f(i):k.if(i)
i=1 i=1

vii) Y [F)+g@®]=> f@)+> g()
i=1 i=1

i=1



182

viii)i[f(i)— f(i—1]= f(n)— f(0) (STOCHIERO, 1992, p.41).
i=1

Além disso, o Calculo Somatdrio apresenta algumas igualdades notaveis de

grande utilidade, entre as quais podem ser citadas como mais utilizadas:

A soma dos primeiros n inteiros positivos:
A histéria (STOCHIERO, 1992) diz que Gauss, orientador de Riemann, a

descobriu por volta dos 8 anos de idade:

A soma dos quadrados dos primeiros n inteiros positivos:

Zn:iz _n(n+1)2n+1)
i=1 6

Exemplo 1: Calcular o somatério em cada caso abaixo:
3
d >7=73=21
i=1

3
e) Z?u 7Z| 7.1+2+3)=7.6=42
i=

3 3 3

3
fy > (2i-5)=>2i->5=2>i-53=2(1+2+3)-15=2.6-15=-3
i=1

i=1 i=1 i=1

Exemplo 2: Calcular a soma dos 100 primeiros niumeros naturais:

=5050.

& _n(n+1) 100.(100 +1)
Z

Exemplo 3: Calcular a soma dos quadrados dos 100 primeiros numeros

naturais:

=338350. (STOCHIERO, 1992,

iiz _n(n+1)2n+1) 100.(100 +1).(2.100 +1)
- 6 - 6
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2.2 Estimando com somas finitas

A ideia basica da integracao é que muitas quantidades podem ser calculadas
guando divididas em pedacos menores e, entdo, soma-se a contribuicdo de cada
parte. Essas somas finitas representam a base da definicdo da integracédo, podendo

ser utilizadas em varias aplicacfes, como areas, volumes e cumprimentos de curvas.
2.2.1 Area

Segundo Thomas, Weir e Hass (2009), embora ndo se tenha ainda uma
férmula geométrica simples para calcular a area de formas com contorno curvo,
como a regido R, € possivel aproxima-la de um modo simples, utilizando retangulos
para preencher a area. Assim, quanto maior for a quantidade de retangulos
utilizados para preencher a mesma area, menor serd o Ax, e, consequentemente,
maior sera a precisao da aproximacao.

O célculo da area, portanto, pode ser realizado através da soma das areas

dos retangulos, pela férmula:

Sn= f(c,).Ax,+ f(c,).Ax, +...+ f(c, ). Ax

n

n n
Logo, a medida da area € dada por: Sn = > f(c;).Ax; ou Sn = > f(x;).Ax ,
i=1 i=1

Onde:

Ay, € a medida da base do retdngulo ou o comprimento do intervalo
[Xi =X —1] ;

¢; € um ponto arbitrario do intervalo [x;, —x; ,];

f(c,) é aimagem de c,, ou melhor, a medida da altura do retangulo;

f(ci).Ax,; € o produto que da a &rea do retangulo.

Sn é a soma das areas dos n retangulos.

Observe que para se calcular a medida da area da figura 1, serdo utilizados

alguns retangulos, como sera visto adiante.
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Figura 2 - Area limitada pela curva da funcdo ¥ =1 —xz, no intervalo [0,1]

B |
A

(0] 0.5 1

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p.354.

Como mostrado na figura 3, nota-se que em (a), foram utilizados dois
retangulos. Somando essas areas, obtém-se 0,875 u.a., uma aproximacao superior
a area da regidao R. J4 em (b), foram utilizados quatro retangulos. Somando essas

areas obtém-se 0,78125 u.a., uma aproximacao superior, porém, melhor.

Figura 2 - Area limitada pela curva da funcdo ¥y = 1 — 22, no intervalo [0,1],

calculada por uma aproximagao superior

¥ 3

A N

o
y
[
|
'
t

(0, 1) ’ (0. 1) {

=
X

ol

ik

daltu

—

—

Fal—
.

Tl

05k 0.5k (3°76)

0 0.5 1 ’ 0 0,25 0.5 075 1
(a) (b)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p.355.

Ja na figura 4, em (a), foram usados trés retangulos. Somando essas areas,
obtemos 0,53125 u.a., uma aproximacao inferior a area da regido R. Em (b), foi
utilizado o ponto médio x de cada base de retangulo para determinar a altura y=f(x).
Somando essas areas, obtém-se 0,671875 u.a. Essa € a regra do ponto médio, que

entre as formas utilizadas, € a que melhor se aproxima de R.
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Figura 4 - Area limitada pela curva da funcdo y = 1 — 2%, no intervalo [0,1],
calculada por uma aproximacdao inferior e pela regra do ponto médio

(3-&)

0.25 0.5 0.75 1
0.125 0375 0.625 0875

(b)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 356.

Vale a pena, portanto, observar que quanto menores forem as medidas das
bases desses retangulos (A,), mais subintervalos serdo obtidos e, portanto, mais
préximos da area real se estara, como indicado na figura 5:

Figura 5 - Area limitada pela curva da funcdo y =1 — x%, no intervalo [0,1],

calculada por uma aproximacgéao inferior e por uma aproximagao superior, com
bases menores

-‘.

(a) (b)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 357.

Como visto, em (a), foram utilizados dezesseis retangulos inscritos. Somando
essas areas, obtém-se 0,634765625 u.a., uma aproximacao inferior a area da regido
R. Ja em (b), também foram utilizados dezesseis retangulos circunscritos. Somando

essas areas, obtém-se 0,697265625 u.a., uma aproximagdo superior. A regra do
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ponto médio para esses 16 retangulos semi-inscritos da uma aproximacdo da area
total no valor de 0,6669921875, ou seja, bem proxima da area real. Eis as

aproximacoes finitas da area de R (TABELA 1):

Tabela 1 - Area limitada pela curva da funcéo y =1 — 22, no intervalo [0,1],
calculada por uma aproximacao inferior, pela regra do ponto médio e por uma
aproximacao superior, com numero de subintervalos distintos

NuUmero de Soma inferior Regra do ponto Soma superior
subintervalos medio

2 ,375 ,6875 ,875

4 ,53125 ,671875 , 78125

16 ,634765625 ,6669921875 ,697265625

50 ,6566 ,6667 ,6766

100 ,66165 ,666675 ,67165

1.000 ,6661665 ,66666675 ,6671665

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p.357.

Na figura 6, observa-se que 0s retangulos aproximam a regido que fica entre
a curva da funcao f(x) e o eixo x. Nesse caso, 0s n subintervalos tém larguras

diferentes.

Figura 6 - Area limitada pela curva da funcédo ¥ = f(x), no intervalo [a,b],
calculada por uma soma de areas de retangulos com medidas de bases
distintas

v
< y = f(x)
. (c,. ftc,))

I
!

.

(Cp. flcp))

k-ésimo
retangulo

$rmmmmmnm———

~
-
=":

\

‘_:h

-
-
-

x5 Xy

(Ca. _’|‘(‘:))

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 371.
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Ja na figura 7, os n subintervalos tém a mesma largura, que pode ser

a .
, onde AX é a largura dos mesmos.

calculada por Ax=

Figura 7 - Area limitada pela curva da funcéo ¥ = f(*) no intervalo [a,b],
calculada por uma soma de areas de retangulos com medidas de bases iguais

i
b

/ [ r =

s

Fonte: Adaptada de Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 370.

Exemplo:
Através das aproximacOes finitas, estimar a area sob a curva da funcao

f(x) :1, entre x=1e x=5 utilizando:
X

Uma soma inferior com dois retangulos de iguais larguras.

Tendo, como base o trabalho com o software GeoGebra, tem-se, entdo, a

figura 8, a sequir:
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Figura 8 - Area limitada pela curva da funcéo f(x) = % no intervalo [1,5],

calculada por uma soma inferior com dois retangulos de igual largura

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

DR N clE =N e

W v W W W v W W ¥ &l

k¥ Janela deﬁxlgebra + Janela de Visualizagio

-0 H=(3.92,-1.19)
Quadnlatero
-0 poll=0.39
-0 pol2=0.52
pol3 =048
J pold =0.67
& pol5=0.39
Reta
JoaX=3

-0 ey =033

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

No trabalho com o software GeoGebra, tem-se, entdo, como medida da soma

das areas dos retangulos: 0,67+0,39 = 1,06 u.a.

Uma soma inferior com quatro retangulos de iguais larguras.

Figura 9 - Area limitada pela curva da funcéo f(x) —5 , ho intervalo [1,5],

calculada por uma soma inferior com quatro reténgulos de igual largura
[l |

Arqulvo Editar Exibir Op;oes Ferramentas Janela Ajuda

rw

» Janela de A\Igebra » Janela de\f\sua\lza;ao
= Funcio

o Fx) =

000e00EEe

0=(2, 051
P={1,0.5)
Quadrilatero

@ pol1 =02

COOOO®

- @ pol2=0.27
~-@ pol3 =034
@ pold=05

Entrada

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
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Como se pode notar, pela figura 9, tem-se, como area = 0,2+0,27+0,34+0,5 =
1,31 u.a.

Uma soma superior com dois retangulos de iguais larguras.

Figura 10 - Area limitada pela curva da funcéo f(x) =

"=

, ho intervalo [1,5],

calculada por uma soma superior com dois retangulos de igual largura
(S,

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

b, AL R O] 4] N 2] )

Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagao

-

G=(5,0.33)
- Quadrilatero
@ poll=2

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Como pode ser notado na figura 10, o valor da area limitada foi de 2 + 0,67 =
2,67 u.a.
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Uma soma superior com quatro retangulos de iguais larguras.

1

Figura 11 - Area limitada pela curva da funcdo f(x) = -, no intervalo [1,5],

calculada por uma soma superior com quatro reténgulos de igual largura
: [PE———

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Visualizagdo

=i,
E=(3, 033:

H={(2,0)
I:--L_l
J=(2,0.5)
M=z, 1)

@ S=(4,0. 25)
= Quadrildtero
@ pol3=1

- @ pold=05
~ @ pols=0.34
-~ (@ polT =0.26

MWt

Law

kXX e ox x x

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
Portanto, a area encontrada foide 1 + 0,5 + 0,34 + 0,26 = 2,1 u.a.

Dois retangulos cujas alturas sejam dadas pela imagem da func&o no

ponto médio da base do retangulo (regra do ponto médio).

Figura 12 - Area limitada pela curva da funcéo f(x) = i , ho intervalo [1,5],

calculada por dois retangulos cujas alturas sao dadas pelaimagem da funcéo
no ponto médio da base do retangulo (regra do ponto médio)

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

DREPROERANDEE

) 7 7

Janela de Algebra b .Janela de Visualizagio
- Funcdo

34
o ) = 1
x
- Hexagono
@ pol2=0.5
Paonto
@ A=(1,0)
B =(5,0)
C=(3,0)
D=(2,0)
E=(4,0)
O F={4.31,-0.35)
G={(2, 0.5)
H = (4, 0.25)
1= {1, 0.5)
J=1(3, 0.5)
K = (3, 0.25)

L=(5, 0.25)
Quadrilitero
@ pol1=1
(@ pol3=0.5
- Reta

@ bix=5

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
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A area calculada pelo software dos retangulos foide 1 + 0,5=1,5u.a.

Quatro retangulos cujas alturas sejam dadas pela imagem da funcao no

ponto médio da base do retangulo (regra do ponto médio).

Figura 13 - Area limitada pela funcéo f(x) = % , ho intervalo [1,5], calculada por

guatro retangulos cujas alturas séo dadas pelaimagem da funcdo no ponto
médio da base do retangulo (regra do ponto médio)

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

N P BS i= o]l =) P N I e [

7]

Janela de Algebra [#] | » Janela de Visualizagio
K=1{2.51, 0.4} » | mozal2as
L= (3.5, 0.29)
M= (4.5, 0.22)
M= {1, 0.67)

Cuadrilatero
~ @ poll=0.67
@ pol2=04
@ pol3=0.29
@ pols=0.21

N NP

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Dessa forma, a partir do software utilizado, pode-se notar que a area = 0,67 +
0,4+0,29+0,21=157u.a.

Pode-se inferir, portanto, diante dos exercicios exemplificados que quanto
menor forem as medidas das bases desses retangulos, mais subintervalos teremos
e, portanto, mais proximos da é&rea real estaremos. Em todos os casos, as
aproximacdes chegardo perto da area real, desde que todos os retangulos sejam
suficientemente estreitos. Dessa forma, quando se tem poucos retangulos, a regra

do ponto médio € a que melhor se aproxima.
2.2.2 Valor Médio
Geometricamente, o valor médio de f(x), sendo f(x) > 0, € a altura média de

um retangulo, utilizada para calcular a area aproximada entre a curva e o eixo das

abscissas, num determinado intervalo (FIGURA 14).
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Figura 14 - Valor médio

C flx)=c r'

ia) ih)

Fonte: Thomas, Weir e Hass, 2009, p. 360.

Em (a), foi utilizada uma figura cuja férmula para o célculo de area é
conhecida:
Area do retangulo = Base x Altura
A=(b-a).c
Logo,
__A
b—a

O valor médio de f(x) = ¢ no intervalo [a, b] é, portanto, a area do retangulo

c

dividida por (b — a). Em (b), ja foi utilizada uma figura cuja férmula para o céalculo de
area € desconhecida. Nem por isso o procedimento serd diferente, pois a ideia
continua sendo a mesma. O valor médio de g(x), ou seja, a altura média da area
abaixo da curva, no intervalo [a, b] é, portanto, a tal area dividida por (b — a).
Portanto, para se calcular o valor médio, deve-se, primeiro, calcular a medida
da area e, entdo, dividi-la pelo comprimento da base. O resultado obtido ser& o tal
valor médio, ou melhor, a altura média. Multiplicando o comprimento da base pelo
valor médio, obtém-se a area da figura. Caso néo seja possivel calcular as medidas

exatas, serdo obtidas medidas bem préximas.

Exemplo:

Através das aproximacfes finitas, estimar a &rea sob a curva da funcgéo
f(x) =senx, entre X=0 e X=7 e, logo em seguida, estimar o valor médio da

fungdo, nesse intervalo, utilizando dez retédngulos circunscritos:
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Resolugdo com o auxilio do software GeoGebra:

Figura 15 - Area limitada pela curva da funcdo f(x)=senx, no intervalo [0, 7]

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

DREERREERNEE

b4 bl b e

¥ Janela de.ﬁxlgebra ¥ Janela de Visualizagao
=l Funcio ]
2 f(x) = sen(x) 14 —
= Numero

S

Entrada: | SomaDeRiemann Superior[y=sin{x),0,pi,10]

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Pode-se notar na figura 15, que, ap0s a insercdo dos dados no software,
chegou-se as seguintes medidas:

Areatotal= 2,3 u. a.

Comprimento da base total =7 = 3,14 u.c.

Logo, o valor médio é iguala 2,3 + 3,14 = 0,73 u.c.

2.2.3 Comprimento do arco de uma curva plana

Segundo Flemming e Gongalves (2006, p. 335), “a representacdo de uma
funcdo y = f(x) num intervalo [a,b] pode ser um segmento de reta ou uma curva
qualquer. A porgédo da curva do ponto A (a,f (a)) ao ponto B (b, f (b)) € chamada
arco”. O objetivo, portanto, € estimar o comprimento desse arco, intuitivamente
(FIGURA 16).
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Figura 16 - Comprimento do arco

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 335.
Observe:

a) O grafico abaixo no intervalo [a,b] representa um segmento de reta
(FIGURA 17).

Figura 17 - Comprimento do segmento de reta

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves, 2006, p. 335.

O comprimento s desse segmento AB indicado na figura 16 pode ser

calculado através do Teorema de Pitagoras. Veja:

s?=(b-a)’ +(f(b)- f(a))
s=yb-a) +(f(b) - f(a))

b) Ja o grafico abaixo, no mesmo intervalo, representa uma curva qualquer
(FIGURA 18).
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Figura 18 - Comprimento de uma curva qualquer

Fonte: Flemming e Goncalves, 2006, p. 336.

O comprimento s dessa curva mostrada na figura 18 pode ser calculado
através da soma de n pequenos segmentos, obtidos também pelo Teorema de
Pitdgoras. Nesse caso, cada segmento estara representando a hipotenusa de um

tridngulo retangulo.

Figura 19 - Comprimento de uma curva qualquer, através da soma de n
pequenos segmentos, representados pelas hipotenusas dos triangulos
retangulos

Fonte: Adaptado de Flemming e Goncalves, 2006, p. 336.

Assim, S, é a soma das medidas das hipotenusas determinadas no intervalo

dado. Observe que quanto menor for o A,, mais proximo do comprimento real se

estara. Portanto:

S, =06 = %o)2 +(F () = F (X)) 440 = %) 2+ (F () = F (X)) + et (% =X 0)? + (F (%) = F(%,1))?

Logo,
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S, =2t %)+ ()= 6 )7

Analisando sob outro aspecto cada triangulo gerado, tem-se, através do
Teorema de Pitagoras (FIGURA 20):

Figura 20 - Triangulo retangulo

]

Ay

.F'_| P

Ax;

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, S, é a soma das medidas das hipotenusas L,

S, =) AL
i=1
n 2
s =% | |1+ (&, )2 AX
i-1 (Axi)
Exemplo:

Através das aproximacdes finitas, estimar o comprimento do arco da curva da

funcdo f(x)=senx, entre x=0 e x=2x, utilizando oito tridangulos retangulos com

mesma medida de base.
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Resolugéo com o auxilio do software GeoGebra:

Figura 21 - Comprimento do arco da curva da funcao f(x) = senx , o intervalo

[0, 27], utilizando oito triangulos retangulos com mesma medlda de base

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algenra » Janela de Visualizagdo
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=1.06
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-1.06
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=029
=079
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=029
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m, =029
n=0.78
n, =079
0=029
0,=079
p=0.384
p,— 084

2 a=0s4
5 6,=034

LN

El

I1
Iy
1

x =
W2

N

Entrada: fix}=sen(x)

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

Dessa forma, as medidas dos catetos do triangulo ADJ s&o dadas por:

AD =079
nr=071

Aplicando o Teorema de Pitagoras, pode-se calcular a medida da hipotenusa

Al :
AF =D +DF
A7 =079 +0.71°
A7 =11282
AT =106
Obs.: Como o GeoGebra calcula a medida da hipotenusa, ndo € necessario

utilizar o Teorema de Pitagoras. Portanto, a partir de agora, serdo apresentadas as

medidas das outras sete hipotenusas ja calculadas pelo software.



Triangulo JPK:

JK =084

Triangulo KLP:

Triangulo MNQ:

MN = 0,84
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KL =084 Triangulo NOQ:
Triangulo BEL: NO =0,84

BL=1,06 Triangulo FIO:
Triangulo BHM: OF =1,06

BM =106

Agora, basta somar as medidas das oito hipotenusas obtidas, para se estimar
0 comprimento da curva, no intervalo dado.

n
Como S, =3 /(xy —x1-1)% + (F (%) — f (xy.1))? . tem-Se, entéo:
i=1

S; =1,06+0,84+0,84+1,06+1,06+0,84+0,84+ 1,06
Sg =7,6u.c.

2.2.4 Volume de um sélido de revolucao

Segundo Flemming e Goncalves (2006), fazendo uma regido plana girar em
torno de uma reta no plano, obtém-se um sélido, que é chamado sdlido de

revolucdo. A reta ao redor da qual a regido gira € chamada de eixo de revolucéo.

Observe alguns casos:
a) Girando a regido limitada pelas curvasy =0,y = x e X =4 em torno do eixo

X, 0 solido de revolugéo obtido € um cone, como indicado na figura 22.
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Figura 22 - Visualizacado do solido gerado a partir da rotacédo da reta de
equacao y = x, no intervalo [0, 4], em torno do eixo X

/7
7
XY

IS
XY

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 346.

b) Girando o retangulo limitado pelas retas x =0,x=1,y=0ey =3 em torno
do eixo y, obtém-se um cilindro (FIGURA 23).

Figura 23 - Visualizacdo do solido gerado a partir da rotacédo da reta de
equacao x = 1, no intervalo [0, 3], em torno do eixo y

) -

-t

X

XV

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 346.

c) Girando uma regiao plana qualquer em torno do eixo X, obtém-se o soélido
de revolucéao representado na figura 24.

Figura 24 - Visualizacdo do soélido gerado a partir da soma dos volumes dos
cilindros

AY AY

P \\1‘\
* v

fic)

v

Fonte: Flemming e Goncalves, 2006, p. 347.
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Assim, seja AX; = Xj — Xj_1 0 comprimento do intervalo [Xj_1, X; ].

Em cada intervalo [ xj_1, X ], escolhe-se um ponto qualquer c; .

Para cada i, i = 1, ..., n, constréi-se um retangulo R;, de base Ax; e altura
f(cij) . Fazendo cada retangulo R; girar em torno do eixo x, o sélido de revolugdo
obtido passa a ser um cilindro. No cilindro, f(cj) passa a ser a medida do raio e Ax;

passa a ser a medida da altura, cujo volume é dado por: V = Area da base x altura.

Assim,
V=rr2h
V= z.f(c;)%. A
A soma dos volumes dos n cilindros, pode ser representada por V:

Vio=m.8(c)2. A% + m.1(Cp 2. A%y +..+ 7.F (¢ )?. AX,

n
Vnzz TT. f(Ci )Z.AXi ou Vn :Z 7Z'.f(Xi )Z.AX
i=1 i=1

Essa formula d4 uma aproximacdo do volume do sélido representado na
figura 24.
A figura 25 ilustra a soma dos volumes dos cilindros se aproximando do

volume real.

Figura 25 - Visualizacdo do soélido gerado a partir da soma dos volumes dos
cilindros, com alturas menores

Fonte: Flemming e Gongalves, 2006, p. 348.
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Exemplo:
Através das aproximacdes finitas, estimar o volume do sélido de revolugéo

gerado pela rotagédo da reta f(x)=2x+1 em torno do eixo X, no intervalo [0, 2],

utilizando oito cilindros com mesma medida de altura.

Resolucdo com o auxilio do software GeoGebra:

Figura 26 - Volume do sélido de revolucado gerado pela rotacdo em torno do
eixo x, da area limitada pela curva de equacédo f(x)=2x+1, no intervalo [0, 2],

utilizando oito cilindros com mesma medida de altura

% .A_/_/‘-_I,_‘I:hv@_.__é_.

i v v v v v v

¥ Janela de.f\lgebra + Janela de Visualizagao
= Funcio i
@ flx) = 2x41

.'1'.1 ={0.25, 1)

B=(0.25,1.5)
B, =(0.5,-1.5)

c,=(0.75,-2)
D=(0.75, 2.5)
D, =(1,-2.5)
1

E=(1,3)

E, =(1.25,-3)
F=(1.25,3.5)
F,=(15,-3.5)

G, =(1.75,4)
H=(1.75,4.5)
H, =(2, 4.5)

1
1=(0.25,1)

3 J=(0,-1)
K=(0.25, 1.5)
L=(05,-2)
M=(0.75,-2.5)

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Essa figura 26 apresenta a vista lateral do solido gerado, obtendo-se oito
cilindros de mesma altura com raios que variam de 1 a 4,5 u.c. A partir dai, calcula-
se 0 volume de cada um deles, somando-os a fim de calcular o volume aproximado,

COMo a sequir:

Volume 1: 7.12.0,25~ 0,78 uv
Volume 2; 72'.1,52.0,25 ~177 uv
Volume 3: 72'.22.0,25z3,14 uv

Volume 4: 7.252.0.25~4,9 uv
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Volume 5: 7.32.0,25~ 7,07uv
Volume 6: 7.352.0,25~ 9,62 UV
Volume 7; 7z.42.0,25 ~1257 uv

Volume 8: 7.452.0.25~159 uv

Tem-se, entédo, o volume total aproximado:
L 2
Vn: Z TT. f(Ci) .AXi
i=1

Vg ~0,78+1,77+3,14+4,9+7,07 +9,62 + 12,57 + 15,9

Vg =~ 55,75 uv

Observe que quanto menor for a medida do intervalo da altura do cilindro, ou

seja, a medida de Ax;, mais cilindros sdo obtidos e mais proximos do volume real

sua soma estara.

2.3 Limites de somas finitas

Como visto, as aproximacfes de somas finitas descritas anteriormente

ficavam mais precisas conforme o niumero de termos crescia e a medida Ax;dos

subintervalos diminuia.

O exemplo a seguir (STOCHIERO, 1992, p. 50) mostra como calcular um
valor limite quando a base do retédngulo tende a zero e o nimero de retangulos
cresce rumo ao infinito, ou seja, tende ao infinito.

“Calcular a area limitada pela reta f(x)= x — 1 e pelo eixo x, no intervalo [1, 5],
utilizando o Limite de somas.”

Isso sera feito dividindo o intervalo em n subintervalos iguais e utilizando
retangulos inscritos.

Ainda segundo Stochiero (1992),

[...] todo o raciocinio desenvolvido com a utilizacdo dos retangulos inscritos
também € valido para os retangulos circunscritos. Ao considerarmos o
namero n de retangulos circunscritos suficientemente grande, os fragmentos
de area em excesso (que extrapolam a regido dada) também serdo
despreziveis e o resultado encontrado serd o0 mesmo. Analogamente, a
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utilizagdo de retdngulos semi -inscritos nos conduz ao mesmo resultado.
(STOCHIERO, 1992, p.54).

O que foi dito por Stochiero (1992) pode ser visualizado a partir da figura 27:

Figura 27 - Area limitada pela curva de equacéo f(x)= x — 1 e pelo eixo x, no
intervalo [1, 5], utilizando o Limite de somas

Arguive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

[% .A—f‘ /—f‘ ":I—.a I:b—.aH ®7 Iﬁ—f ./\{J‘—

7 =

¥ Janela de Algebra = [x] | » Janela de Visualizagéo

= Funcao -

IoTmmgn

= e

Entrada: f{x)=x-1

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Assim, como pode ser notado na figura 27, tem-se que:
Numero de subintervalos (ou nimero de retangulos): n

Comprimento de cada subintervalo x; (ou comprimento da base de cada

retangulo): Ax = s-1_4
n n

Altura de cada retangulo: f(x;)

Percebe-se, entdo, que ha, no exemplo acima, uma boa aproximacao da area
desejada, somando as areas dos retangulos, ou seja, através do somatorio:

n

A= Z f(Xi).AXi.

i=1
Entende-se, ainda, que quanto menor for a medida da base do retangulo,
mais retangulos no mesmo intervalo sao obtidos e, portanto, mais proximos da area
real sua soma estara. Por isso, surgiu a necessidade de utilizar o Limite para

aprimorar a eficacia do calculo, conforme férmula a seguir:
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A=lim Y fx ) ax

n—oi=1
Vale a pena observar que aumentando o numero N de retangulos
indefinidamente, ou seja, n—«, consequentemente, o comprimento de sua base
Axvai tendendo a zero, ou seja, Ax — 0. Por isso, pode-se escrever a féormula da
area de outra forma também, quer seja:
n
A=lim X f(x)ax

Ax—0 i=1

Assim, voltando aos dados do exercicio, tem-se que Axé constante e que

f(x;) varia de acordo com o intervalo, sendo necessario, entdo, determinar uma
expresséo para representar f(x;).

Analisando novamente a figura 27 entende-se que:

X1 =1

Xo =1+ AX

X3 =14 2AX

X4 =14 3AX

x; =1+ (i —1)Ax
x,_1+(i—1)f
Logo,
f(Xi):Xl- 1

Portanto, a area podera ser calculada pela formula:
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n—o i=1 i=1l
16 [n.(n+1)
A=lim— —n}
n—>oon2— 2
A_Iimﬁ n2+n—2nJ
n—>oon2 2

Eis outro exemplo:
Calcular o volume do sdlido de revolucao gerado pela rotacdo em torno do eixo x, da area
limitada pela curva de equacédo f(x) = x, no intervalo [0, 2], utilizando o limite de somas. A

resolucdo com o auxilio do GeoGebra é apresentada na figura 28.
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Figura 28 - Volume do solido de revolucéo gerado pela rotacdo em torno do eixo X, da
area limitada pela curva da equacao f(x) = x, no intervalo [0, 2], utilizando o Limite de
somas

Arquivo  Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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2 1={1,0)
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) K=1({0.75,0)
L ={0.25, 0.25)
M = (0.5, 0.25)
N ={0.75, 0.5)
0=(0.75, 0.75)
D — {4 N F&)

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

Pode-se verificar, portanto, que a figura 28 representa a vista lateral dos n cilindros, com
n— o, de altura Ax, com Ax — 0, que, juntos, tendem a formar um cone. Ja foi compreendida,
entdo, a possibilidade de uma boa aproximacao do volume desejado, somando os volumes dos

n cilindros, ou seja, através do somatorio:

Vo= 78 (x)? Ax
i=1

Percebeu-se, ainda, que quanto menor for a medida da altura de cada cilindro, mais
cilindros no mesmo intervalo serdo obtidos e, consequentemente, mais proximos do volume real
sua soma estara, o que permitiu a utilizacdo do Limite para aprimorar a eficacia do célculo, sob a

formula;

n
Vo =lim 27 f(xi)?.Ax

n—o i=1
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Vale a pena observar que, da mesma maneira como ocorreu no calculo de area,
aumentando o numero n de cilindros rumo ao infinito, ou seja, n—«, consequentemente, a
medida de sua altura Axvai diminuindo rumo a zero, ou seja, AX—0. Por isso, pode-se
escrever a formula do volume da seguinte maneira:

L 2
Vo = lim D_7.f(x)°.Ax, onde:
Ax—0 i=1
2-0

Ax=5""=
n

SN

Assim, ainda analisando a figura 28 tem-se que:
Xy =0

Xp =0+ AX

X3 =0+ 2AX

Xq4 =0+ 3AX

xi =0+ (i~ 1)
m=0—ﬁ§
Logo,
f(x)=x

fxi)=1-1)2

Portanto,
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n
Vh=lim Z”-f(x 2

n—o j=1

vo=lim L= (-02] 2

n—o i=1

Vv =Iim_2—ﬁ 3 (i2—2i+1)i2}

n—)oo_niz n

>

n
Vn:”m _z i

n—o | N i=1

. 87 .2 n.
Vo =lim| =5 Yic-2>li+>1
n—owo | N7 \i=1 i=1 i=1
. 8 1)2n+1 1
Vo = im _zr(n(n+ 25( n+ )_2ln(n2+ ) nﬂ
n—oo LN

Vo = lim 8z(n n(h+1)2n+1) n(n+1)+n ﬂ

n—oo _n3 6
Vo = lim 8r (n+1)(2n+1)_n —n+nj

n—oo LN
. 87 (n(n+1)2n+1
o tim [F5 )
n—oo LN
I 2
. 471 n(n+1f2n+1)-6N
Vn=1lim 3 ( )(3 ) H
n—o | N
Vi =i _4—”(2n3—3n2+n)
n Im 3
n—oo L3N
. _872 A7  Arx
Vi =lim ?__+_2}
n—oo L N 3n
87
Vh > —u.v.
3

2.4 O Limite de somas visto como uma Integral Definida

O simbolo j foi introduzido por Leibniz e é denominado sinal de integracdo. Esse

simbolo representa um S alongado, isso porque a Integral € um Limite de Somas finitas.
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b . ~ o . ~
Na notacéo J. . f(x)dx, f(x)é chamado integrando; a e b s&o os Limites de integragéo,

onde a é o limite inferior e b o limite superior; algebricamente, dx indica que a variavel da funcéo
integrando € x; geometricamente, dx indica o quanto x esta variando, no calculo de uma érea,
volume, curva etc., podendo representar comprimento da base, largura ou altura de uma
determinada figura.

n

A soma S:Zf(ci)-AXié chamada soma de Riemann, em homenagem ao matematico
i=1

alem&o Bernhard Riemann® (1826-1866), onde Ax; é a largura do intervalo.

S, entdo, representa a soma das areas dos retangulos limitados entre a curva da fungéo
f(x) e 0 eixo x ou g(y) e o eixo y. Esse € o conceito geométrico da Integral Definida, que permite,
entre outras coisas, o calculo da area de forma integral. Logo, a Integral Definida de f em [a,b] é

o Limite das somas de Riemann, sob a formula:

b . n
Ia f(x) dx=im > f(ci).Ax

n—oo i=1
Segundo Stewart (2014, p.350), o “Teorema Fundamental do Calculo” € apropriado, pois
estabelece uma conexdo entre os dois ramos centrais do Calculo, o Diferencial e o Integral,
considerados como inversos um do outro. Isto significa que se uma funcdo continua é
primeiramente integrada e depois diferenciada (ou vice-versa), volta-se a fun¢éo original, como

visto a sequir:

Integral indefinida:
[ £(x) dx = g(x)+c— Admite inf initas solucdes.

Integral definida:
I : f(x) dx = g(b)— g(a) > Admite uma Gnica solugAo.

Onde g(x) éa primitiva de f(x),isto é,uma funcéotal queg '(x) = f (x).

® Bernhard Riemann realizou seu doutorado sob orientacdo de Gauss, na Universidade de Gottingen, e la
permaneceu para ensinar. Gauss nao tinha o habito de elogiar outros matematicos, mas referiu-se a Riemann como
uma “mente criativa ativa, verdadeiramente matematica, e de uma originalidade gloriosamente fértil”. Infelizmente,
faleceu aos 39 anos, de tuberculose. (STEWART, 2014, p.350).
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Ainda segundo Stewart (2014, p.360), é necessaria uma distingdo cuidadosa entre
Integral indefinida e Integral Definida, j& que, enquanto a Integral indefinida € uma funcé&o ou

uma familia de curvas, a Integral Definida € um nuamero.

2.5 Teorema do Valor Médio

Seja f integravel em [a,b], entdo, o Valor Médio f(c) em [a,b], também chamado de Média

é dado por:
1
My = F(e)=—. 7 F(x) dx
j;’f(x) dx = (b—a).f(c)
Onde:

Geometricamente, sendo f(x) > 0, (b - a) € a base do retangulo e f(c) € a altura média
desse retangulo. Assim, o produto entre a base e a altura gera a area sob a curva f(x), limitada
pelo eixo X, no intervalo [a,b]. Observe na figura 28 que uma regido é aproveitada e a outra néo,

pois uma acaba compensando a outra. Com isso, obtém-se uma area muito proxima da real,

que pode ser calculada intuitivamente por _[ f(x) dx. O interessante &, inicialmente, calcular o
a

valor médio f(c) e logo em seguida, calcular o valor de c, pois € ele que equilibra essa espécie

de balanca.

Figura 29 - Teorema do valor médio

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra
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De acordo com a figura 29, pode-se verificar que, como f(c) representa a altura meédia do
retangulo, é possivel, a partir dessa informacéo, chegar ao numero representado ponto c. Esse
Teorema, portanto, mostra que € possivel calcular a area sob a curva através do calculo da area

de um retangulo.

Exemplo:
Determinar o valor médio de f(x) = 4 - x no intervalo [0, 3] e em que valor ¢ do dominio
dado, f realmente assume esse valor:

f(c):lea.j: £(x) dx

Resolucgéo:
Primeiramente, torna-se necessario, para resolver essa questdo, o desenho do grafico
(FIGURA 30):

Figura 30 - Gréafico da funcao f(x) =4 - x no intervalo [0, 3]
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Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Apo6s o desenho do gréfico, é preciso limitar a area de acordo com o intervalo dado, como
apontado na figura 31:
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Figura 31 - Area limitada pela reta de equac&o f(x) = 4 - x no intervalo [0, 3]
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Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

Utilizando a férmula do valor médio e os dados da figura 31, pode-se calcular  f(c) e o
valor de ¢, como abaixo:

3

75
f(c)= )
f(c)=25

Assim, se f(x) =4 - x e f(c) =2,5, entdo 4 —c =2,5. Logo, c =1,5.

Portanto, o retangulo indicado na figura 32 com base no intervalo [0,3] e altura 2,5 tem
area igual a area entre o grafico de f e 0 eixo X, no mesmo intervalo. Dessa forma, c = 1,5 é o

valor de x que equilibra a balanca, ou seja, que fornece a altura desejada exata.



217

Figura 32 - Valor médio da funcao f(x) =4 - x no intervalo [0, 3]

) e

T

Janela de Algebra
- Fungio
b F(x) = 4 —x
FPonto
@ A=(0, 2.5)
# B=(3 2.5)
# C=(30)
# D=(0,0)
Qwiadrilatero
L@ poll=7.5
= Reta

Segmento

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

O retangulo, naturalmente, assume uma forma geométrica diferente da original, porém,
com mesma area. Observe que a area que sobra no retdngulo equivale a area que falta na

figura original.
2.6 Teorema Fundamental do Calculo

O Calculo Diferencial surgiu de um problema cujo objetivo era obter a equacao da reta
tangente a uma curva num determinado ponto, enquanto o Calculo Integral surgiu de um
problema cujo objetivo era o calculo da area de uma figura plana com forma desconhecida.

O inglés Isaac Barrow (1630-1677), mentor de Isaac Newton em Cambridge, Inglaterra,
descobriu que esses dois problemas estdo, na verdade, estreitamente relacionados, percebendo
derivacao e integracédo sao operacdes inversas. O “Teorema Fundamental do Célculo” fornece a
relagcéo inversa precisa entre a derivacao e a integracao.

Como ja dito anteriormente, Leibniz e Newton observaram que o Teorema Fundamental
do Calculo os capacitou a calcular areas e Integrais Definidas muito mais facilmente que Barrow,
sem que fosse necessario calcula-las como Limites de somas, e sim usando a primitiva da

funcéo envolvida.
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Segundo Courant e Robbins (2000, p. 499), a nocdo de integracdo e de diferenciagcéo
tinha sido razoavelmente bem desenvolvida antes do trabalho de Newton e de Leibniz. Para
desencadear a evolucdo da nova analise Matematica, apenas mais uma descoberta era
necesséria. Os dois processos de Limite aparentemente ndo relacionados, envolvidos na
diferenciagéo e na integracdo de uma fungdo, estdo intimamente relacionados. Sé&o, de fato,
inversos um do outro, como as operacdes adicdo e subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Nao
existe portanto, um Célculo Diferencial e outro Calculo Integral separados, mas um so Calculo.

Ainda segundo Courant e Robbins (2000):

O grande feito de Leibniz e Newton foi o de terem pela primeira vez identificado e
explorado claramente este Teorema Fundamental do Calculo. Naturalmente, sua
descoberta situava-se no caminho correto do desenvolvimento cientifico, sendo

perfeitamente natural que varios homens tenham chegado a uma compreenséo clara da

situacdo, de modo independente e quase ao mesmo tempo. (COURANT; ROBBINS, 2000,
p. 499).

Esse Teorema é dividido em duas partes. Segundo Thomas, Weir e Hass (2009, p. 389),
tem-se que:

Parte 1:

Se f é continua em [a, b], entdo, g(x) = J': f (t)dt é continua em [a, b] e derivavel em (a, b)

e sua derivada é f(x). Assim:

g()= ] S T dt=1 90 = F(0)

Figura 33: Teorema fundamental do Calculo
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Fonte: Adaptado de Flemming e Gongcalves, 2006, p. 265).

Assim, da forma como explicitado, entende-se a possibilidade de relacionar as operagdes
de derivacéo e integracéo, conforme o exemplo a seguir:
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Exemplo:

X

d
Calcular gx IO cost dt

X
0

= i sent
dx

d
= — — 0
dx (sen X —Sen )

d
=—sen X
dx

= COSX

Parte 2:
Na parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo, Thomas, Weir e Hass (2009, p. 392)
afirma que, se f é continua em qualquer ponto de [a,b] e se g € uma primitiva de f neste

intervalo, entao:

Vale a pena observar o quanto fica mais simples, pratica e rapida a resolucdo de cada
exercicio visto anteriormente, agora pela Integral Definida, utilizando o Teorema Fundamental do
Calculo.

Embora o Teorema possa ser surpreendente a primeira vista, ele fica plausivel se sua
interpretacao for realizada em termos fisicos. Assim, se v(t) € a velocidade de um objeto e s(t) é
a sua posicao no instante de tempo t, entéo, v(t)=s'(t), de forma que s € uma primitiva de v.

Considerando um objeto que se move sempre no sentido positivo e fazendo a conjectura

de que a area sob a curva da velocidade € igual a distancia percorrida, tem-se, entéo:

b =s(b) —s(a)
a

j b v(t) dt = s(t)

a

Segundo Stochiero (1992), algumas propriedades do Teorema Fundamental do Calculo

sao fundamentais, tais como:
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e Se os Limites de integracdo séo iguais, a Integral é nula:

j:f(x).dx=o

e Se houver a inversao da ordem dos Limites de integracéo, a Integral troca o sinal:

j:f(x).dx - —j; f (x).dx

b
e Sendo a Integral J'ak.f(x).dx, o fator constante k pode ser transposto para fora do
simbolo da Integral:

j:k. f(x).dx = kj: f (x).dx

¢ A Integral de uma soma algébrica de func@es € igual a soma algébrica das Integrais das

funcdes parciais:

I:[f (x)+g(x)}dx = I: f(x).dx+ I:g(X).dx

¢ A Integral Definida pode ser decomposta na soma algébrica de duas ou mais Integrais

parciais:

J:f(x).dx: jac f (x).dx+jff (x). dx

Segundo George Thomas, Weir e Hass (2009), a possibilidade de encontrar funcdes a
partir de suas taxas de variacdo € uma das ferramentas de calculo mais eficientes. Veja alguns

exemplos de simples aplicagéo:

1) Se uma bola for atirada ao ar com uma velocidade de 10m/s, sua altura (em

metros) depois de t segundos é dada por s(t) =10t —4,9t°.

a) Calcule avelocidade quando t = 2.
Sabendo que a derivada da funcdo posicao gera a funcéo velocidade, basta derivar s(t)

para obtermos v(t):

Dessa forma:
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s'(t)=10-9,8t

v(t) = 10 — 9,8t (Essa € a funcao que ira informar a velocidade da bola em cada instante t).
Parat = 2, tem-se:

v(2)=10-9,8.2

v(2) =-9,6 m/s

Vale ressaltar que o sinal negativo indica que a bola ja passou pelo ponto critico (maximo)

e, portanto, ja esta voltando (caindo/descendo) para o solo.

b) Com que aceleracéo a bola atinge a superficie?

A funcdo aceleracdo pode ser obtida derivando a funcdo velocidade cuja variavel € o
tempo. Acontece que ndo se sabe, por enquanto, quanto tempo essa bola leva para voltar ao
solo. Esse deve ser o primeiro célculo para esse exercicio.

Assim, sabendo que a posi¢cdo da bola, ao longo do tempo, é orientada pela funcéo
s(t) =10t —4,9t*, tem-se que obter os valores de t que zeram s, ou seja, tempo inicial e tempo
final, conforme explicitado:

10t -4,9t° =0

t(10-4,9t) =0

t =0s (inicial) ou t:i—%s (final)

Agora que ja se sabe o tempo final, ou seja, quanto tempo ela demora para retornar ao
solo, fica facil calcular a aceleracdo da bola quando a mesma atinge a superficie:

v(t) =10 -9,8t

v'(t)=-9,8

a(t) =-9,8 m/s?

Observe que, nesse caso, nao foi necessario utilizar o tempo final.

c) Sabendo que a aceleracdo de um corpo em queda livre a partir do repouso é de
9,8 m/s?, determine:

- A velocidade do corpo apés 2 segundos:
v(t) = j a(t)dt
v(t) = 9.8t

v(t) = 9,8t+c
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Como o corpo cai partindo do repouso, v(0) =0, logo:
9,8.0+c =0

c=0

Portanto, a funcdo velocidade € v(t) = 9,8t

Entao,

v(2) =9,8.2

v(2) = 19,6 m/s

- A posicao do corpo ap06s 2 segundos:
s(t) = [v(t)dt
s(t) = [9.8tdt

t2

s(t) = 9,85 +C

s(t) = 4,9 t*+c

Assim, se a altura inicial € s(0) = h, positiva para baixo a partir da posi¢cdo de repouso,
entao:

49.0°+c=h

c=h

Logo, a fungdo posicéo sera s(t) = 4,9 t*+ h.

Portanto, s(2) = 19,6 + h.

2) Calcular a area sob a curva da funcdo f(x) :1, entre x=1 e x=5, utilizando o
X

Teorema Fundamental do Calculo:

Para resolver essa questdo, torna-se necessario, inicialmente, esbocar o gréfico,

auxiliando no seu entendimento (FIGURA 34).
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Figura 34 - Area sob a curva da fungéo f (x) _ L entre x=1¢ x=5
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Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra.

ApOGs esbocado o gréfico, deve-se determinar os Limites de integracdo. Como nesse

caso, os Limites de integracdo foram dados [1, 5], passa-se, entdo, para o terceiro e Gltimo
passo, que é calcular a area:

n
A=lim 2 f(xi)Ax
Ax—0 i=1

A= .[15% dx

5
A=Inx
1

A=In5-In1
A=1609 u.a.

Esse exercicio ja foi calculado anteriormente pelo método das aproximagdes finitas.
Ressalta-se nessa comparacdo que, enquanto pelo método das aproximacgdes finitas obtém-se

1,57 u.a., pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtém-se 1,609 u.a., uma medida proxima,
porém, mais precisa que a do método anterior.
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3) Calcular o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotacdo em torno do eixo X,

da area limitada pela curva da funcéo f(x)=2x+1 em torno do eixo X, no intervalo

[0, 2], utilizando o Teorema Fundamental do Célculo:

Para se resolver a questdo proposta, assim como nas demais, torna-se necessario

esbocar o gréafico, como mostra a figura 35:

Figura 35 - Vista lateral do sélido de revolucao gerado pela rotacdo em torno do eixo x, da
area limitada pela curva da funcédo f(x)=2x+1, no intervalo [0, 2]

7 GeoGebra L o e S
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
|| A . . L9l A .
R A LU 3l Pl O el N
W W W ! w ol W W W w
l ¥ Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagio  [x]
= Funcio
e f(x) = 2x+1
@ oglx) = —2x—1
- Reta
...... 4 ax=0
------ 4 bix=2
Entrada: 3 @

Fonte: Elaborada pelo autor no GeoGebra

Apb6s desenhar o gréfico, € preciso determinar os Limites de integracdo. Nesse caso, 0S

Limites de integracdo foram dados [0, 2], permitindo diretamente o calculo do volume:
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n

Vo= lim > 7 f(x)%.Ax

Ax—0;5
Vy, =;z.jo(4x +4x+1)jx
4x3  ax? 2
Vp=7m|—+—+X
3 2 0

3
Vp =7 [45 222+2} o}

Vph =7 %+10}
| 3
Vi =Q7z u.v.
3

Vi = 65,97 u.v.

Esse exercicio ja foi calculado anteriormente pelo método das aproximacOes finitas.
Ressalta-se, assim como no exercicio anterior, que pelo método das aproximacgdes finitas,
obtém-se 55,75 u.v., enquanto que pelo Teorema Fundamental do Calculo, o resultado é de

65,97 u.v., uma medida préxima, porém, mais precisa que a anterior.

4) Calcular o comprimento do arco da curva da fungcédo f(x)=senx, entre x=0 e

X =27, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo:

2
L= lim Z 1+(Ay'J AX;
Xi

Ax—>0I 1

2
L:J.: 1+(%} dx
L :IC)Z”\/1+ cos? x dx

Essa Integral ndo pode ser facilmente calculada a méo, por isso a necessidade de uso de

um software, como o VCN, como mostra a figura 36.
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Figura 36 - Comprimento da curva calculado pelo VCN

[[2] Calculo Numérice

Utilitérios  Operadores  Interpolagic  Derivagdo  Integragdc Equagties Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo

[fl,!| 1)Integracdo Numérica dada a Fungao - Integral Simples de f(x) dx EI = @
Brincipal ] Gréfico l

Entre com os Valores:

Kinicial: |q| Xfinal: 528 Nimero de Ponto| g4 Passo(h| g 1

y =1f{x) - [(1+(cos(x)}'2)"0.5

Pontos: | X = F(X) = |C|Jeﬁc.=| - Calcula = I:If(x}dx

1- IR 1,4140721528021436 1 [
0,08| 1,41195383837001324
0,18| 1,4028358463622775
0,28 1,3865450096556025
0,38 1,36470438555704348
0,48| 1,33668742015021048
0,58 1,30371383543442407
0,68 1,2667 3569972023354
0,78 1,226946640457 16308
0,88 1,18573250801079075
0,58 1,14457205675440028
1,08| 1,10550812564062252
1,18 1,07008519287722238
1,28| 1,04028111858820085
1,38| 1,01782255250854008
1,48 1,004102257483268828
1,58 1,00004235170751885

Valor da Integral = 7,66417424278394742
Método usado: Segunda Regra de Simpson.

Valor do Somatdrio = 204,377979807571931

_ ¥ Gréfico ¥ Tabela a Funcdo na Planilha
& Novo Bl Sair

Método a ser Utilizado

v Regra dos Trapézios I=h.(Y1+Y2)/2
[v Primeira Regra de Simpson I=h.(Y1+4Y2+Y3)/

¥ Sequnda Regra de Simpson [=3h (Y 143Y2+3Y3+Y4)/8
[~ Regra de Boole [=2h (TY1+32Y2+12Y3+32Y4+TY5)/45

R R L A A I I A A A

VCN Formato Numérico Geral com precisdo de 19 casas decimais. 00:04:09

Fonte: Elaborada pelo autor no VCN

Logo,

L=7,66u.c.

Ressalta-se que também esse exercicio ja foi calculado anteriormente pelo método das
aproximacoes finitas, notando-se que pelo método das aproximacdes finitas, obtém-se um
comprimento de 7,6 u.c., com oito triangulos retangulos, enquanto que pelo Teorema
Fundamental do Célculo, € encontrado comprimento igual a 7,66 u.c., que, apesar de ser uma

medida proxima, € mais precisa.
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3. SEQUENCIA DIDATICA DE ATIVIDADES

ATIVIDADE 1: Aproximacdes finitas

Objetivos:

*Calcular medidas de areas a partir das aproximacgoes finitas, utilizando o software GeoGebra;
*Calcular medidas de volumes a partir das aproximagdes finitas, utilizando o software GeoGebra;
*Calcular medidas de comprimentos de arcos a partir das aproximacdes finitas, utilizando o
software GeoGebra;

Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida e a

utilizacao do software GeoGebra.

Questéo 1.
Dada a funcdo f(x)=x+1 limitada no intervalo [ O, 2 ], calcular através das aproximacdes finitas,
utilizando o GeoGebra:

a) A area limitada entre a funcédo e o eixo x, com quatro retangulos semi-inscritos (regra

do ponto médio), neste intervalo.

b) A éarea limitada entre a funcéo e o eixo X, com oito retdngulos semi-inscritos (regra do

ponto médio), neste intervalo.

c) A area limitada entre a funcdo e o eixo y, com quatro retdngulos inscritos, neste

intervalo.
d) A arealimitada entre a funcao e o eixo y, com oito retangulos inscritos, neste intervalo.

e) O volume do sdlido gerado pela rotacéo da area limitada pela funcéo em torno do eixo

X, com quatro cilindros inscritos de mesma altura, neste intervalo.

f) O volume do solido gerado pela rotacdo da area limitada pelo grafico em torno do eixo
y, com base nos conceitos de geometria sélida, neste intervalo. Observe que, com a
rotacdo, ha a formacao de dois solidos, o de dentro e o de fora. Nesse caso, queremos 0

volume do sélido de fora.
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Obs.: N&o utilizar a Integral, e sim as férmulas:
Volume do cilindro:

V=rxrh

Volume do cone:

\ =17z. r’.h
3

Questéao 2:

Através das aproximacdes finitas, estimar o comprimento do arco da curva da funcdo

f(x) =cosx, entre x=0 e x =, utilizando o GeoGebra, com:

a) Quatro triangulos retangulos com mesma medida de base.

Leia com atencao as instru¢des abaixo, antes de comecar a resolver o exercicio:

Abrindo o software GeoGebra, percebemos que o eixo x estd, inicialmente, representando 0s
nameros reais. Como a funcdo € trigopnométrica, devemos mudar a linguagem no eixo X,
transformando os numeros reais em seus correspondentes angulos, em radianos. Para isso,
devemos:

- posicionar 0 mouse sobre 0 eixo x e clicar com o bot&o direito;

- clicar sobre janelas de visualizacéo;

- clicar sobre eixo x;

- clicar sobre distancia e alterar para ;

- fechar a janela, voltando para o grafico.

Obs.:

- No GeoGebra, x = 7 , escreve-se X = pi;

- Para movimentar o ponto com mais preciséo, pressionamos Shift junto com a seta que guiara o
ponto para a posicédo adequada;

- Utilizaremos as ferramentas novo ponto e poligono;

- O proprio GeoGebra calcula as medidas das hipotenusas necessarias ao exercicio.

b) Oito tridngulos retangulos com mesma medida de base.

Siga as mesmas instrugdes da letra a.
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ATIVIDADE 2: Somatorio

Objetivos:
*Calcular e interpretar o Somatorio;

Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida.

Questéo 1.

Calcular a soma dos 500 primeiros nimeros naturais:

Questéo 2:

Calcular a soma dos quadrados dos 50 primeiros niumeros naturais:
Questao 3:

Calcular as somas abaixo:

20
a) Y=
i=1

by >7=

d) g(i%?,i):
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ATIVIDADE 3: Limite de Somas Finitas

Objetivos:

* Calcular Limites de somas, utilizando propriedades dos Limites e do Somatorio;
* Calcular medida de area, utilizando o Limite de Somas;

* Calcular medida de volume, utilizando o Limite de Somas;

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida.

Questaol:

Calcular os Limites abaixo:

n .
lim >’ E+ﬂ

Dy
lim —_—

b) n—o0 |:1n

im 315 (i3

Questéo 2:
Calcular a area limitada pela reta de equagao f(x)=x+1 e pelo eixo x, no intervalo [0, 2],

utilizando o Limite de somas:

Questéo 3:
Esbocar no plano cartesiano, o sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo x, da area

limitada pela reta da equacdo f(x)=x+1, no intervalo real [0, 2], e calcular o volume desse

solido, utilizando o Limite de somas:
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ATIVIDADE 4: Teorema Fundamental do Calculo

Objetivos:

* Aplicar o Teorema Fundamental do Calculo;

* Reconhecé-lo como ferramenta pratica para o célculo de Integral Definida;

* Determinar os Limites de integracao;

» Esbocar os graficos que representam as areas;

* Montar a Integral Definida;

* Calcular as medidas das areas das regides compreendidas entre as curvas abaixo, utilizando o
Teorema Fundamental do Célculo;

* Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida.

Questao 1.

Resolver o exercicio anterior utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, ou melhor, a
Integral Definida:

Questéo 2:

Calcular as Integrais abaixo:

a) I_; X.dx
b) J3_2 x.dx
C) ISde
5
d) .[2 (2x + 3).dx
e) EZ x%.dx
3 (443 _ 0y 2
f)j1 (4x —2X +5x—6)dx
)J-3 X+5

1
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2
2 X5 =3Xx+7
L R

.45
)] Il ;dx
Questéo 3:

Determinar os Limites de integracdo, esbocar os gréficos que representam as areas, montar

a Integral e calcular as &reas das regifes compreendidas entre as curvas abaixo:

a) y:x2—2 e y=2 Resp.:%u.a.
b) y:x4—4x2+4 e y=x2 Resp.: 8 u.a.

C) x+y2 =0 e x+3y2=2 Resp.: % u.a.
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ATIVIDADE 5: O Limite de Somas definido como uma Integral Definida

Objetivos:

*Relacionar a Integral Definida com o Limite de Somas;

*Utilizar essa relagao para calcular medidas de areas, volumes, comprimentos de curvas e
valores médios;

*Resolver problemas, determinando os Limites de integracdo, montando a Integral Definida e
efetuando os calculos necessarios;

Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida.

Questao 1.

Determinar os Limites de integracdo, montar a Integral e calcular a &rea da regido hachurada:

a)

20
Resp.: —u.a.
P 3

b)
YA
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Questéo 2:
Determinar os Limites de integracdo, montar a Integral e calcular o volume do sélido obtido com

a rotacdo da regido sombreada em torno do eixo dado:

a) Em torno do eixo x Resp.: 2?” u.v.

0] z™>
b) Em torno do eixo y Resp.: 6z u.v.
y
2 =
_ Y
/— 3
L > x
0 3
Questéo 3:

Determinar os Limites de integracdo, esbocar o gréfico que representa o sélido, montar a
Integral Definida e calcular o volume do sélido gerado em cada caso abaixo:

. . 1 . .
a) Aregido R, limitada pela curvay = sz, oeixox e asretasx =1 e x =4, giraem torno do
eixo X. Calcular o volume do sélido de revolucéo gerado:
1023
Resp.: ——x u.v.
80

b) Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do eixo X, da regido limitada

pela parabolay = %(13— x"') e pelaretay = %(x+5):

1024
Resp.: —— 7 u.v.
80
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c) Aregido R, delimitada pela parabola x = % y’+1 epelasretasx =-1,y =-2,y = 2 giraem

torno da reta x = -1. Determinar o volume do solido de revolugéo obtido:

Questéao 4:
Montar a Integral e calcular o comprimento de cada curva abaixo, utilizando a Integral Definida.
Caso nao seja possivel calcular a Integral pelos métodos convencionais, utilizar o software VCN:

a) y:%.z\/(x2+2)3,dex:0ax:3
Resp.: 12 u.c.

3
y 1
b) x=—+—"—,dey=1lay=3
) 3 Ty y y

Resp.: 5—63u.c.

Questéao 5:

Determinar o valor médio de f(x)= x2 —9no intervalo [-3, 3] e calcular o valor de c, abscissa do

ponto em que f assume esse valor médio:
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ATIVIDADE 6: Desenvolvendo habilidades para o célculo de area

Objetivos:

*Desenvolver habilidades para o calculo de areas, utilizando as Aproximagdes Finitas, o
Somatorio, o Limite de Somas, o Limite de Somas definido como uma Integral Definida, pelo
Teorema Fundamental do Calculo, e pela geometria plana basica;

*Desenvolver habilidades quanto a utilizacdo dos softwares GeoGebra e VCN, como
ferramentas auxiliares para a resolucédo de problemas que envolvem Integral Definida;

*Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida.

Questao:
Calcular a area limitada pela curva da funcéo f(x) = 2x e pelo eixo das abcissas, no intervalo [0,
2], utilizando:

a) Aproximacdes finitas com 4 retangulos semi-inscritos ( Utilizar o GeoGebra );

b) Limite de somas;

c) O Limite de somas definido como uma Integral Definida;

d) Teorema Fundamental do Calculo;

e) Geometria plana basica;

f) O VCN para calcular a Integral da area.
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ATIVIDADE 7: O uso do VCN para o calculo da Integral Definida

Objetivos:

*Desenvolver habilidades para o calculo de Integrais Definidas no software VCN;

Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida, e a
utilizacao do software VCN.

Questéo 1.

Montar a Integral para calcular o comprimento da curva y = x2, [—1, 2] calcular o comprimento

da curva com o auxilio do VCN e tracar a curva com o auxilio do GeoGebra:

Questao 2:
Montar a Integral Definida para calcular o comprimento da curva f(X)=cosx , entre x=0 e
x =z, calcular o comprimento da curva com o auxilio do VCN e tragar a curva com o auxilio do

GeoGebra. Comparar o resultado obtido com a questéo 2 da atividade 1:
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ATIVIDADE 8: Experimentando objetos quaisquer com lapis, borracha, régua, calculadora,
GeoGebra e o VCN

Objetivos:

*Calcular medida de area, volume e comprimento de curva por Aproximacdes Finitas, com o
auxilio do GeoGebra,;

*Determinar uma funcgéo a partir de pontos, utilizando o VCN;

*Calcular medida de area, volume e comprimento de curva, utilizando a Integral Definida e o
VCN;

*Desenvolver habilidades para o calculo de Integrais Definidas utilizando o software VCN,;
Incentivar o desenvolvimento da autonomia no aluno quanto ao estudo da Integral Definida e a

utilizacao dos softwares GeoGebra e VCN.

Questéao 1.

O grupo ir4 buscar no mapa do Brasil, uma determinada regido e calcular a medida dessa area
utilizando as aproximacgdes finitas, manualmente, com retangulos, trapézios ou triangulos.
Comparar o resultado obtido com a area real dessa regido, utilizando a escala desse mapa,

onde 1 cm equivale a 250 km no espaco real.

Questéo 2:

Utilizando a mesma regido, faca o que se pede:

a) Dividir a regido escolhida em duas ou mais regides:

b) Determinar varios pontos ao longo da linha de fronteira, usando a régua:

c) Lancar esses pontos no VCN para determinar uma fungcdo que se aproxima do formato da
regido, determinar os Limites de integracdo, montar a Integral Definida e calcular a area

utilizando o VCN para o calculo dessa Integral:

Questéo 3:
Calcular o volume de um copo descartavel através das aproximacodes finitas, utilizando 8
cilindros inscritos de mesma altura, com o auxilio do software GeoGebra. Observe que esse

copo é formado pela rotacdo de uma reta em torno de um eixo:
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Questéao 4:

Utilizando o mesmo copo, faca o que se pede:

a) Visualizar a reta que, antes do giro, deu inicio ao solido de revolucdo; determinar pontos
sobre essa reta, usando a régua; lancar esses pontos no VCN para determinar uma fung¢édo que
se aproxima do formato da reta; determinar os Limites de integracdo; montar a Integral Definida
e calcular o volume do copo, utilizando o VCN.

b) Calcular o volume do copo, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo.

c) Comparar os resultados obtidos nas letras a e b com o resultado obtido na questéo 3.

Questéao 5:
Calcular o comprimento de uma curva qualquer, utilizando as aproximacdes finitas, com o auxilio

do GeoGebra para a visualizacdo gréafica e geométrica:

Questéao 6:

Utilizando a mesma curva, faca o que se pede:

a) Lancar os pontos que foram obtidos na questdo anterior, no VCN, para determinar uma
funcéo cujo gréfico se aproxima do formato da curva.

b) Determinar os Limites de integracdo, e calcular o comprimento dessa curva, utilizando a
Integral Definida e o VCN para calcular essa Integral.

c) Comparar o resultado obtido na letra b com o resultado obtido na questao 5.
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