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RESUMO

Rodrigues, Cristiane Dias. Uma abordagem para o estudo de sistemas lineares
integrando diferentes linguagens. Dissertacao (Mestrado Profissional em Ensino de
Ciéncias e Matemética, Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais). Belo
Horizonte, MG: PUC-MG, 2013. 169p.

O objetivo da pesquisa apresentada nesta Dissertacdo foi de elaborar atividades
matematicas para o estudo de sistemas lineares, buscando uma correlagdo entre a
Algebra e a Geometria com a utilizacido de Tecnologias de Informacido e
Comunicagédo (TICs). Estas tinham como propdsito contribuir para melhor utilizagéo
dos dois registros de representacao: o algébrico e o geométrico. A metodologia foi
empirica e qualitativa. Procurou-se verificar no estudo de sistemas lineares se 0 uso
de diferentes registros de representacao e o uso de TICs contribuem no processo do
tratamento e da conversdo entre registros algébricos e geométricos para uma
aprendizagem mais eficaz-resultado e eficiente-processo. A Teoria de
Representacfes Semiodticas de Raymond Duval, quanto as transformacdes de
conversdo e tratamento, foram os pontos principais de abordagem e analise. Foi
realizado um estudo piloto que, depois de ajustado, gerou sete atividades propostas
aos alunos do Curso Superior de Sistema de Informacdo de uma universidade
privada de Belo Horizonte, MG. Essas atividades versavam sobre sistemas lineares
com seus respectivos objetivos, descrevendo intencdes, ideias e perspectivas
fazendo uso de TICs. As atividades contribuiram para aulas mais participativas,
aumentando a motivacdo dos alunos. Ideias foram compartilhadas, enriquecendo o
conhecimento adquirido da pesquisadora e dos alunos. Concluiu-se que softwares
matematicos efetivamente contribuem para melhor utilizacdo das representacdes
desenvolvidas, de forma que a Algebra e a Geometria podem ser trabalhadas ao
mesmo tempo, contribuindo para a assimilacdo do processo de calculo de sistema
linear.

Palavras-chave: Sistemas lineares. Resolucdo Algébrica e Representacédo
Geométrica. Tecnologia de Informacao e Comunicacao (TIC).



ABSTRACT

Rodrigues, Cristiane Dias. An approach to the study of linear systems by integrating
different languages. Dissertation (Master in Teaching Science and Mathematics,
Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais). Belo Horizonte, MG: PUC-MG,
2013. 169p.

The goal of the research presented in this dissertation was to work out math activities
to the linear systems study, seeking a correlation between algebra and geometry with
the use of Information and Communication Technologies (ICTs). These had as
purpose to contribute for better use of two records of representation: algebraic and
geometric. The methodology was qualitative and empirical. One tried to check in the
study of linear systems if the use of different records of representation and the use of
ICTs contribute in the process of treatment and conversion between algebraic and
geometric records for a more effective-outcome and efficient-process learning. The
theory of Semiotic Representations of Raymond Duval, related to change of
conversion and treatment, were the main points of approach and analysis. One
conducted a pilot study that, once adjusted, generated seven proposed activities to
the Information System third degree’s students of a Belo Horizonte, MG, private
University. Those activities turned on linear systems with their respective objectives,
describing intentions, ideas and perspectives making use of ICTs. The activities
contributed to more participatory classes, increasing the motivation of students. Ideas
were shared, enriching the researcher and students’ acquired knowledge. It was
concluded that mathematical software effectively contribute to better use of
representations developed, so the algebra and geometry can be worked at the same
time, contributing to the assimilation of the linear system calculation process.

Keywords: Linear Systems. Algebraic and Geometric Representation Resolution.
Information and Communication Technology (ICT).
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1 INTRODUCAO

O tema desta pesquisa € 0 ensino e aprendizagem de sistemas lineares
integrando diferentes linguagens, principalmente a Algebra e a Geometria. Diversas
pesquisas ja foram conduzidas investigando o tratamento da Geometria e da
Algebra no ensino de sistemas lineares no ensino superior, com o uso das
Tecnologias de Informacdo e Comunicacédo (TICs). As dificuldades encontradas na
aprendizagem s&o amenizadas, trabalhando os registros da Algebra e da Geometria
para obter melhor compreensao da resolucdo de sistemas lineares.

A autora desta dissertacdo tem adquirido experiéncia na docéncia de varias
disciplinas de Matematica, tais como Calculo, Matematica Financeira e Estatistica
desde 2001. A Algebra Linear e a Geometria Analitica apenas foram incluidas em
suas atividades de professora a partir de 2011 no curso de Sistemas de Informacéo,
em que esses conteudos foram trabalhados em conjunto. Durante as aulas
administradas verificou-se que, apesar de a disciplina lecionada ser nomeada
Geometria Analitica e Algebra Linear, a maioria dos textos didaticos trabalham os
conteudos de forma isolada em relacéo a sistemas lineares (SL).

A preocupacdo da pesquisadora se situou na realidade possivel de o aluno
poder confundir o objeto sistema linear com a representacao algébrica. Verificou-se,
entdo, a necessidade da visualizacdo de pelo menos dois registros de representacao
— 0 algébrico e o geométrico — de forma que os alunos realmente aprendessem o
objeto sistema linear (SL) independente da representacéo utilizada.

A aprendizagem de SL ocorre quando o aluno passa a ser o agente principal
do processo, agindo ativamente, e o professor sempre buscando alternativas para
aumentar o interesse do aluno em relacdo ao conteudo estudado, interligando o
ensino de SL por meio dos registros da Algebra e da Geometria.

Héa dificuldade dos alunos quanto ao estudo de sistemas lineares, ja que
foram ensinados anteriormente apenas por meio do registro da algebra linear. A
aprendizagem ocorre quando esse objeto matematico é apresentado na
transformacdo de um registro para outro, ou seja, quando ocorre ndo somente o
tratamento, mas também a conversao entre os registros de representacdo (DUVAL,
2009).

Duas questdes foram formuladas:
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o O uso de diferentes registros de representacdo semiodtica em matematica
pode facilitar a aprendizagem de sistemas lineares?

o O uso das Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo (TICs) favorece a
interligacdo da Algebra e da Geometria e pode facilitar a aprendizagem de
sistemas lineares?

Com o intuito de responder a essas perguntas, definiu-se elaborar as

atividades investigativas sempre observando a interligacdo entre a Algebra e a

Geometria pela utilizacdo das Tecnologias de Informacdo e Comunicacgéo (TICs).

Os obijetivos especificos foram:

Identificar as dificuldades vivenciadas pelos alunos ao trabalhar com sistemas
lineares (SL) quanto as transformacfes dos registros de representacdo na
visdo de Raymond Duval;

- Revisar, sistematicamente, diversos estudos de sistemas lineares (SL) com o
uso de registros e de instrumentos da Tecnologia de Informacdo e
Comunicacéao (TIC) no que se refere as pesquisas sobre geometria analitica,
algebra linear e o ensino e aprendizagem de SL e 0 que constam em textos
didaticos;

- Identificar como a TIC tem sido utilizada e pesquisada pela comunidade
académica no ensino e aprendizagem de SL;

- Descrever as principais dificuldades dos alunos na compreenséo de sistemas
lineares com a integracao de diferentes linguagens.

A metodologia compreendeu uma pesquisa diagnéstica desenvolvida com 89
alunos do curso de Sistemas de Informac¢do de uma Instituicdo de Ensino Superior
da cidade de Belo Horizonte, Minas Gerais. Foram elaboradas sete atividades
considerando sistemas lineares de 2 equacdes e 2 incognitas, e de 3 equacdes e 3
incégnitas, que foram desenvolvidas individualmente ou em dupla. Nas atividades de
investigagcdo foram utilizados trés softwares matematicos: Winplot (Geométrico — SL
3x3), GeoGebra (Geométrico — SL 2x2) e Visual Céalculo Numeérico (VCN) (Algébrico)
por se considerar que o0 uso das tecnologias pode facilitar o processo de ensino e
aprendizagem da Matematica e possibilitar melhor visualizacdo das representacdes
algébrica e geométrica. A aplicacdo e a andlise demandaram 05 meses.

Estruturou-se a dissertacdo em seis capitulos, sendo o primeiro composto por
esta Introducdo, que descreve o interesse pela abordagem do assunto, apresenta

seus objetivos e informa sobre o0 embasamento tedrico e a metodologia utilizada.
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No segundo capitulo, foram apresentadas as dificuldades e a importancia da
aprendizagem matematica, incluindo entendimentos sobre a aprendizagem pela
compreensao dos registros de representacdes baseadas em Raymond Duval (2003,
2005, 2009, 2011).

O terceiro capitulo trata do estudo de sistemas lineares com o uso dos
registros e das Tecnologias de Informacdo e Comunicagcdo (TICs), estando
delineadas pesquisas sobre Geometria Analitica, Algebra linear e o ensino e
aprendizagem de sistemas lineares, bem como o uso de diferentes registros de
representacdo semidtica. S&o citados, também, neste capitulo, no¢des e pareceres
sobre textos didaticos e representacao semiética, além de informado o conjunto de
textos selecionados para a analise no capitulo da discussdo. Complementarmente,
sdo revisados trabalhos académicos que tratam do uso das TICs no estudo de
sistemas lineares.

No quarto capitulo apresenta-se a metodologia adotada caracterizando o
contexto da pesquisa, a analise do estudo piloto e a apresentacdo do estudo
principal com os objetivos das atividades ajustadas a partir do resultado do estudo
piloto.

No quinto capitulo, sdo apresentadas as analises sobre sistemas lineares, de
livros textos e do uso das TICs pelos pesquisadores académicos revisados e de
livros textos selecionados pela autora deste estudo (conteddos e abordagem em
termos de encadeamento de assuntos e intencdo dos autores em incentivarem a
investigacdo e tipos de registros de representacdo empregados). Com base em
Raymond Duval foram apresentados alguns exemplos mateméaticos praticos. Em
seguida, complementando o atendimento aos objetivos especificos, analisaram-se,
uma a uma, as sete atividades aplicadas ao grupo de 64 alunos, dos 89
participantes, no que se refere as suas dificuldades e, a razdo de seus equivocos no
desenvolvimento das atividades investigativas, considerando as transformacdes
entre os registros interferindo no estudo de sistemas lineares.

E finalmente, no sexto capitulo, sdo apresentadas as consideracdes finais dos
principais resultados observados, as limitacdes no desenvolvimento da pesquisa e a
expectativa em relacdo ao tema proposto.

O produto é constituido por sete atividades, composto por sistemas lineares
de 2 equacgdes e 2 incognitas e também de 3 equacdes e 3 incognitas, que abordam

as representacdes algébricas e geométricas.
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Seguem-se as referéncias bibliogréficas que possibilitaram o desenvolvimento
do estudo, trés anexos (revisdo sistemética de estudos) e dois Apéndices (atividades

do estudo piloto e o questionario de pesquisa).
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2 AS DIFICULDADES E A IMPORTANCIA DA APRENDIZAGEM MATEMATICA

A aprendizagem da Matematica é tida, juntamente com a leitura e a escrita,
como uma das aprendizagens fundamentais da Educacdo Béasica, dado o carater
instrumental dos seus contetidos (ORRANTIA, 2006). E preciso que os alunos
aprendam sobre Matemética para entender o mundo ao seu redor, pois além de
matéria escolar, é parte importante de suas vidas cotidianas. Entretanto, como
disciplina, observa-se que pode ser fonte de dificuldades para muitos e, dentre os
motivos que contribuem para isso, incluem-se particularidades que podem dificultar
sua aprendizagem (ZATTI et al., 2010).

Grande parte dos alunos apresenta baixo nivel de proficiéncia em relacdo a
Matematica. Algumas avaliacbes sdo realizadas em ambito nacional a fim de
identificar o nivel dos alunos nesta area do conhecimento. Pode-se citar, por
exemplo, o Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica (SAEB), que é realizado a
cada dois anos e avalia o conhecimento de alunos em relagdo as disciplinas
Portugués e Matematica. Segundo esse sistema, dos alunos de Ensino Médio que
foram avaliados em 2003, apenas 5,99% se encontram no nivel adequado de
aprendizado, conseguindo interpretar e resolver problemas de forma competente,
apresentando habilidades compativeis com a série; 26,57% demonstram um nivel
intermediario de conhecimento desenvolvendo algumas habilidades de interpretacéo
de problemas aproximando-se da série em que se encontravam, além de utilizar as
operactes de forma adequada e 67,44% apresentam resultado abaixo do esperado
para o nivel de escolaridade cursado, ndo conseguindo transpor para uma
linguagem matematica os comandos operacionais compativeis com a série, ou ndo
conseguindo interpretar problemas do cotidiano, que envolve habilidades essenciais
para a série (ALMEIDA, 2006).

Ao tratar da questdo da etiologia das Dificuldades de Aprendizagem em
Matematica (DAM), observa-se existirem muitas interrogacdes e, com frequéncia,
nao ha uma Unica causa que possa ser atribuida, mas varias delas e em conjunto.
As origens podem ser buscadas no aluno ou em fatores externos, em particular no
modo do professor ensinar a Matematica. Quanto a aspectos referentes aos alunos,

sdo consideradas a memoria, a atencdo, a atividade perceptivo-motora, a
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organizagcdo espacial, as habilidades verbais, a falta de consciéncia e as falhas
estratégicas como fatores responséveis pelas diferencas na execu¢do matematica
(SMITH; STRICK, 2001).

Na opinido de Porro e Arango (2011, p.253), a relacdo que existe

[...] entre professoras/es e alunas/os dentro de sala de aula é fundamental,
pois é nessa interacdo que estdo em jogo transferéncias diarias que
permitem o desenvolvimento dos processos de ensino e aprendizagem. E
nesse intercAmbio que os docentes valorizam as posi¢cfes que assumem
frente a disciplina que ensinam e as transmitem a suas alunas e a seus
alunos.

Uma questdo importante para compreender as dificuldades refere-se a
investigagdo que busca conhecer se o aluno com dificuldade de aprendizagem
possui sintomas diferenciados no modo de processar os dados numéricos ou, se o
processamento € semelhante ao de um aluno normal, existindo, no caso, um atraso
significativo. Geralmente, o diagndstico tenta identificar se os alunos com
dificuldades de aprendizagem de matematica diferem quanto aos conceitos,
habilidades e execucBes em relacdo aos seus companheiros de igual ou menor
idade sem dificuldades de aprendizagem. Trata-se de determinar se 0s que
apresentam dificuldades de aprendizagem alcancam seu conhecimento aritmético
de maneira qualitativamente distinta daquelas sem essas dificuldades, ou pelo
contrario, adquirem esse conhecimento do mesmo modo, porém com ritmo
diferenciado.

Teixeira (2004) destaca algumas caracteristicas dos conceitos matematicos
que podem ser responsaveis pelas dificuldades encontradas na aprendizagem
dessa disciplina, dentre elas: (1) a aprendizagem de conceitos matematicos € de
natureza logico-matematica e ndo empirica; (2) os conceitos matematicos se
baseiam na capacidade geral da inteligéncia humana de fazer relagées de natureza
necessaria e nao contingente; (3) os conceitos matematicos se formam por deducéo
e nao por inducédo; (4) os conhecimentos matematicos sdo abstratos, referindo-se a
regularidades distantes do diretamente observavel; (5) a generalizacdo de regras,
categorias ou estratégias demanda conhecer condi¢des para sua aplicacao; e (6) os
conceitos sdo expressos em uma linguagem especifica. Ainda podem estar
envolvidos o proprio ensino da Matematica e as caracteristicas dos processos

cognitivos dos alunos.
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Sanchez (2004) destaca que as dificuldades de aprendizagem em Matematica

podem se manifestar nos seguintes aspectos:

Dificuldades em relacdo ao desenvolvimento cognitivo e a construcdo da
experiéncia matematica; Dificuldades na resolucdo de problemas, o que
implica a compreenséo do problema, compreensédo e habilidade para analisar
o problema e raciocinar matematicamente;

Dificuldades quanto as crencas, as atitudes, as expectativas e aos fatores
emocionais acerca da matematica;

Dificuldades relativas a propria complexidade da disciplina, como seu alto
nivel de abstracdo e generalizacdo, a complexidade dos conceitos e
algoritmos;

Dificuldades mais intrinsecas, como bases neuroldgicas alteradas, atrasos
cognitivos generalizados ou especificos, problemas linguisticos que se
manifestam na matematica, dificuldades atencionais e motivacionais,
dificuldades na memoria, dentre outros;

Dificuldades originadas no ensino inadequado ou insuficiente porque sua
organizacdo nao esta bem sequenciada ou ndo se proporcionam elementos
de motivacgéo suficientes (SANCHEZ, 2004).

Para Machado (1992, p. 31), os alunos se dispersam quando o ensino da

Matematica se faz rotineiro,

[...] ocultando consciente e inconscientemente sua verdadeira forca e
beleza, complicando-a inutiimente com férmulas que ndo sabem de onde
vem. O ensino deve alcancar uma investigacdo em que o aluno sinta a
sensacdo de estar fazendo algo com isso, em que se sinta mais confiante
colocando em pratica o seu trabalho efetivo e com isso, faca-o perceber o
seu préprio rendimento.

No ensino da Mateméatica, D’Ambrosio (1976, p. 35) afirma que para grande

parte dos professores de Mateméatica ha um equivoco, pois sua preocupacgao

[...] esta em levar ao conhecimento do aluno uma série de algoritmos,
férmulas e simbolos, sem que fique explicito para que servem, onde serdo
usados e como serdo usados. N&o ha, pois, uma preocupa¢cdo maior de
integrar os contetdos mateméticos com outras areas do conhecimento.

Nesse contexto e com outro foco, muitas pesquisas tém sido desenvolvidas e

tem-se defendido uma educacdo em ciéncias, tecnologia e matematica em uma

perspectiva de literacia cientifica, tecnolégica e matematica — por oposicdo a uma
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l6gica de mera instrucdo — que promova o desenvolvimento pessoal dos alunos e
lhes permita pensar por si proprios, enfrentar a vida e participar ativa e
adequadamente no planejamento e resolucdo de problemas e necessidades sociais,
de forma a viabilizar o desenvolvimento de modos de vida mais justos e
democraticos (TENREIRO-VIEIRA; VIEIRA, 2011).

Quando da busca de textos para compor o referencial tedrico desta pesquisa
percebeu-se sempre estar destacada relativa aversdo dos alunos em relacdo a
matematica e a falta de articulacdo entre os saberes escolares, como em Pantoja
(2008), pesquisa adiante detalhada. Em perspectiva similar, neste estudo foi
colocada a seguinte questdo norteadora: a conexao entre 0 método de substituicao
(ensino fundamental) e o método do escalonamento (ensino médio) favorece a
conversdao de registros semioticos desses métodos?

Na pratica docente diaria, defende-se que a aprendizagem ocorre quando o
aluno é capaz de estabelecer conexfes entre as diversas representacfes dos
objetos matematicos estudados, pois a compreensdo ocorre pela articulacdo dos
registros. Quando o aluno executa um unico tratamento pode sentir dificuldades no
aprendizado, pois ndo articula os conceitos. Assim, é necessério desenvolver Varios
tratamentos, trabalhando a conversdo entre pelo menos dois registros de
representacdo, e isso implica compreender como as representacfes semibticas
favorecem a aquisicdo do conhecimento, ou seja, implica revisar entendimentos de
Raymond Duval (2009).

2.1 A aprendizagem pela compreensao dos registros de representacdes

Conforme Duval (2009), a aprendizagem das matematicas constitui um
campo de estudos privilegiados para a analise de atividades cognitivas
fundamentais, como a conceituacao, o raciocinio, a resolucéo de problemas e até a
compreensao do texto que apresenta a questao colocada.

Nessa perspectiva, as representacdes semidticas em matematica ndo sao
apenas indispensaveis, mas necessarias ao desenvolvimento da disciplina, pois a
possibilidade de efetuar os tratamentos sobre os objetos matematicos depende
diretamente do sistema de representacdo semiotico utilizado. Em outras palavras, o

desenvolvimento das representacbes mentais €& processado como uma



25

interiorizacdo das representacfes semioticas, da mesma maneira que as imagens
mentais sdo uma interiorizacéo das percepcoes (VYGOTSKY, 1988).

Segundo Duval (2003), a originalidade da atividade matematica esta na
mobilizacdo simultdnea de ao menos dois registros de representacdo, ou na
possibilidade de trocar o registro varias vezes, pois essa mudanca de registro facilita
a aquisicdo de um conceito. Ao lidar com as vérias representacdes de um mesmo
objeto matematico, o aluno passa a ter mais seguranca na compreensao e na
resolucao de problemas.

Os registros de representacdo semiotica “constituem os graus de liberdade
que um sujeito pode dispor para objetivar a si préprio uma idéia ainda confusa, um
sentimento latente, para explorar informacdes ou simplesmente para poder
comunicé-las a um interlocutor” (DUVAL, 2009, p.37).

No dominio da matematica as representacdes semiodticas assumem um papel
relevante porque ndo sendo acessiveis pela percepcdo, os objetos mateméticos so
podem sé-lo por suas representacfes. Vale lembrar que um mesmo objeto
matematico podera ter representacdes diferentes dependendo da necessidade e do
uso.

A comunicacao em Matemética se da por meio de representacfes semidticas.
Assim, ao aprender Matematica € imprescindivel que os alunos nao confundam os
objetos e suas respectivas representacdes semidticas, pois uma coisa € 0 objeto
matematico, outra € sua representacdo. Nesse sentido Duval (2005, p. 21)
apresenta o que denomina de paradoxo cognitivo: “como podemos nao confundir um
objeto e sua representacdo se nao temos acesso a esse objeto a ndo ser por meio
de sua representacao?” Como resposta a esta pergunta, o autor afirma que a
compreensao em Matematica esta ligada ao fato de se dispor de ao menos dois
registros de representacdo diferentes para um mesmo objeto, pois essa seria a
Gnica maneira de ndo confundir um objeto e a sua respectiva representacéo
semiotica.

Para analisar a atividade matematica na perspectiva de ensino e de
aprendizagem, Duval (2005, 2009, 2011) afirma ser necessario realizar uma
abordagem cognitiva sobre os dois tipos de transformacdes de representacdes
fundamentais para essa analise, os tratamentos e as conversdes de registros de
representacbes semidticas. O termo conversédo é utilizado para designar as

transformacdes que ocorrem com mudanca de sistema (registro), mas conservando-
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se 0s mesmos objetos matematicos. O termo tratamento é usado para denotar as
transformacdes que ocorrem dentro de um mesmo sistema. No estudo de fungdes,
por exemplo, uma atividade que solicite os zeros da funcdo quadraticay = x2+3x+
2 envolve um tratamento e a atividade que solicite o grafico da mesma funcéo € uma
converséo.

Em outras palavras, um tratamento € uma transformacédo que se efetua no
interior de um mesmo registro, aquele em que as regras de funcionamento sao
utilizadas, ou seja, um tratamento mobiliza apenas um registro de representacdo. Ao
contrario, a conversdo é uma transformacao que faz passar de um registro a outro,
requerendo a coordenacgao dos registros no sujeito que a efetua (DUVAL, 2009).

Segundo Duval (2005), a converséo pode ser analisada sob dois aspectos: do
ponto de vista matematico, a conversdo é utilizada somente para a escolha de um
determinado registro, em que haveria um tratamento de forma mais facil, menos
trabalhoso possivel ou para obter um segundo registro, que serviria de suporte ou de
guia aos tratamentos que se efetuam em outro registro.

Por exemplo, na resolucédo da equacédo x>-6x + 9 = 0 (registro 1) que também
pode ser representada por (x — 3)(x — 3) = 0 (registro 2), é possivel resolvé-la na
primeira forma representada empregando a férmula de Bhaskara (tratamento 1); ja
na segunda forma, cuja resolugcdo se torna menos trabalhosa, basta verificar a
condicdo: x — 3 =0 ou x — 3 = 0, para concluir que as raizes x1 = x2 = 3 (tratamento
2). Como se observa, o tratamento 2 leva a uma solucdo de maneira menos
trabalhosa (FEIO; SILVEIRA, 2007).

Ja do ponto de vista cognitivo, é a atividade de conversdo que figura como
sendo responsavel pelos mecanismos que facilitam a compreensdo dos conceitos
dos objetos matematicos, ou seja, a conversdao nao tem um papel essencial nos
processos matematicos de justificacdo ou de prova, haja vista que tal justificativa se
baseia num tratamento efetuado em um registro estabelecido. Mas do ponto de vista
cognitivo € a atividade de conversao que, ao contrario, aparece como atividade de
transformacao representacional fundamental, aquela que conduz aos mecanismos
subjacentes a compreensdo no processo de ensino e de aprendizagem da
Matematica (DUVAL, 2005).

Conforme Silveira (2005), um dos grandes problemas da linguagem

matematica € a economia de linguagem, pois com a utilizagdo de poucos simbolos
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muito se pode dizer de um determinado objeto matematico, por exemplo, com A={x €
Z /[ x>2}.

Para quem nado tem o dominio da linguagem matematica, Feio e Silveira
(2007) observam gue essa sentenca parece algo escrito em uma lingua estrangeira,
necessitando ser traduzida para ser compreendida. Em sala de aula, espera-se que
0os alunos sejam capazes de ler, escrever e interpretar essa linguagem, na qual
eventualmente pouco ou nada foram alfabetizados.

Conforme Davis e Oliveira (1990), no trabalho intelectual os conceitos sdo 0s
principais instrumentos. Sua funcionalidade e a utilizagdo de cada conceito de forma
deliberada e voluntaria dependem da consciéncia do aluno. Assim, para que um
aluno entenda o conceito de uma funcéo, é necessario que ele compreenda outros
conceitos, como o de par ordenado ou de relacdo, e por meio de uma série de
retificacOes e generalizagdes.

Na realidade, € sempre por meio de uma significacdo que se faz a apreensao
perceptiva ou conceitual de um objeto. A apreensdo das cores ou das figuras

geométricas sao exemplos tipicos muito elementares. Assim,

[...] quando a determinacdo de um objeto pressupde a apreensdo de uma
multiplicidade de dados, cujo nimero e variedade excedem a capacidade de
apreensdo simultdnea, a apreensdo dessa multiplicidade como uma
unidade simples pode se fazer apenas sobre o mundo da significacéo
(DUVAL, 2009, p.41).

Da mesma forma, quando um objeto aparece como uma unidade simples,

[...] a discriminagdo de um objeto torna-se objeto suscetivel de ser
remarcado, isto é, apenas se ele apreende uma significagdo propria.
Significagéo e estatuto de ‘objeto suscetivel de ser visto ou apreendido por
alguém’ sdo os dois aspectos reciprocos de toda representacédo consciente.
A significacdo é a condicdo necessaria de objetivacdo para o sujeito, isto &,
da possibilidade de tomar consciéncia (DUVAL, 2009, p.41).

Pode-se dizer que a andlise do desenvolvimento dos conhecimentos e a dos
obstaculos encontrados nas representacdes fundamentais relativas a aquisicdo de
tratamentos l6gicos e matematicos confrontam trés fendmenos que aparecem
estreitamente ligados: (1) a diversificacdo dos registros de representacédo semiotica,
(2) a diferenciagao entre representante e representado e (3) a coordenagao entre 0s
diferentes registros (DUVAL, 2009).

A diversificagdo dos registros de representacdo semibtica pode ser

visualizada nos esquemas, nas figuras geomeétricas, nos graficos cartesianos ou nas
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tabelas, sistemas que colocam, individualmente, questdes de aprendizagem
especificas. A diferenciacéo entre representante e representado diz respeito a forma
e ao conteudo de uma representacao semigtica, ou seja, a possibilidade de associar
essa representacao a outras e de integra-la em procedimentos de tratamento. Duval
(2009) comenta que essa diferenciacdo ndo é facilmente adquirida. No que diz
respeito a coordenacdo entre os diferentes registros, pode-se afirmar que o
conhecimento de regras de correspondéncia entre dois sistemas semiodticos
diferentes ndo € necessariamente suficiente para que eles possam ser mobilizados e
utilizados juntos. O obstaculo estd exatamente no fendmeno da ndo congruéncia
entre as representacdes produzidas em sistemas diferentes.

A articulacéo de registros € um caminho para a compreensdao em matematica
e “as conversfes sao as mudancas de registro mais eficazes na aquisicdo de um
conceito” (MARANHAQ; IGLIORI, 2003, p.60). Para Duval (2003), um fator
importante no fendmeno da conversédo é o sentido em que ela ocorre. Desta forma, a
conversao nem sempre se efetua quando se invertem os registros de partida e de
chegada e, na maioria das vezes, o que ocorre € a priorizagdo de um dos sentidos.

Duval (2009) considera que as representacfes podem ser mentais, internas
ou computacionais e semibticas. Para o autor, as representacées mentais cumprem
a funcao de objetivacédo. Consistem num conjunto de imagens e concepg¢des que um
individuo pode ter sobre um objeto, sobre uma situacdo ou sobre aquilo que esta
associado ao objeto ou a situacdo. Essas representacdes estdo associadas a
interiorizacdo das representacdes externas.

As representacgfes internas ou computacionais sao aquelas que privilegiam o
tratamento de uma informagdo que, por sua vez, se caracterizam pela execucao
automatica de uma determinada tarefa a fim de produzir uma resposta adaptada a
situacdo. Estas representacOes tratam, assim, da codificacdo de uma informagéo. O
algoritmo da adicdo é um exemplo deste tipo de representacdo. Essas
representacfes ndo sdo conscientes do sujeito, mas um registro mecanico que o
sujeito executa sem pensar em todos 0S passos necessarios para a sua resolucao
(VERTUAN, 2007). As representacdes semidticas, por sua vez, sdo producdes
constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacao,
0s quais tém suas dificuldades proprias de significado e de funcionamento (DUVAL,
2009).
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Na visdo de Damm (1999, p.139), “o sujeito acaba executando certas tarefas
sem pensar em todos 0S passos necessarios para a sua realizagéo (por exemplo, 0s
algoritmos computacionais ou mesmo os algoritmos das operagoes)”.

Retomando-se Duval (2003, 2005, 2009, 2011) e resumindo o conteudo
importante deste capitulo para a analise da pesquisa, 0s objetos matematicos sédo
abstratos e, portanto, ha necessidade de que se usem representacfes semiobticas
para torna-los acessiveis. Na Matematica, a compreensdo do conteldo ocorre
guando o estudante consegue distinguir o objeto de suas possiveis representacées
e nao confundir, por exemplo, o objeto sistema linear com sua representagao
algébrica ou gréafica. Pode ocorrer perda de compreensao quando o estudante ndo
consegue distinguir o objeto estudado de suas possiveis representacdes, mas as
representacfes semidticas sdo indispensaveis para compreender 0 objeto
matematico. Quando Duval (2003, 2009, 2011) fala de representacdo, relaciona o
objeto com o conteldo e o tipo da representacdo, pois 0s objetos matematicos sao

acessiveis apenas pelas representacfes. De acordo com Duval:

[...] no se pode ter compreensao em matematica se nds nao distinguirmos
um objeto de sua representacdo. E essencial jamais confundir os objetos
mateméaticos, como o0s numeros, as funcdes, as retas, com suas
representacdes, quer dizer, as escrituras decimais ou fracionarias, os
simbolos, os graficos, os tracados de figuras [...] porque um objeto
matematico pode ser dado através de representacfes muito diferentes.
(DUVAL, 2009, p. 14)

Nesta dissertagdo optou-se pelo tema de ‘uma abordagem para o estudo de
sistemas lineares integrando diferentes linguagens’ e com base em Raymond Duval.

No estudo do objeto matematico Sistemas Lineares, as representacdes
algébricas sdo a abordagem encontrada na maioria dos textos didaticos. Ao resolver
um sistema linear pelo método algébrico, ndo necessariamente pode-se afirmar que
o aluno conhece o0 objeto matematico sistema linear, pois executando somente
procedimentos algébricos, poderia confundir o objeto com sua representacdo, no
caso, a algébrica. O mesmo ocorreria se apenas a representacdo geométrica fosse
empregada. E através das possiveis representacdes semidticas para Sistemas
Lineares, entre elas a representacdo algébrica e a geométrica, que o aluno tem
acesso ao objeto sistema linear. Desta forma defende-se menor risco de o aluno
confundir a representacdo algébrica de um sistema linear com o proprio objeto

sistema linear.
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3 O ESTUDO DE SISTEMAS LINEARES COM O USO DOS REGISTROS E DAS
TECNOLOGIAS DE INFORMAGCAO E COMUNICACAO (TICs)

A finalidade deste capitulo é apresentar o embasamento tedrico para o
desenvolvimento da construcdo da pesquisa e de sua avaliagao reflexiva. Constam
delineamentos de pesquisas desenvolvidas anteriormente sobre geometria analitica,
algebra linear e sistemas lineares. Cabe ressaltar que essas pesquisas sdo descritas
brevemente, pois o conteudo de sua andlise encontra-se no capitulo 5 desta
dissertacdo, Discusséo e Andlise dos Resultados.

A luz de Raymond Duval (1998, 2003, 2011) por meio dos Registros de
Representacdo Semidtica, a pesquisa foi conduzida considerando o uso das
Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo (TICs) na construcdo de atividades
propostas pelas teorias de Borba e Penteado (2010), Pedro Demo (2008, 2009) e
Ubiratan D’Ambrosio (1999).

3.1 Pesquisas sobre geometria analitica, algebra linear e o ensino e

aprendizagem de sistemas lineares

Di Pinto (2000) apresentou como objetivo principal de seu trabalho fazer um
levantamento das pesquisas realizadas no Brasil na década de 90 em relacdo ao
processo ensino-aprendizagem em Geometria Analitica, analisando 13 trabalhos
(Anexo 1). Esse autor buscou identificar o tipo da obra, o objetivo da pesquisa, a
metodologia utilizada para responder a questdo levantada e embasamento teérico
gue deu suporte a pesquisa e as conclusdes observadas. Na andlise de textos
didaticos, Di Pinto (2000) cita pesquisas de Munhoz (1999), Freitas (1999), Jardinetti
(1991) e Bittar (1998, 1998a) em relacdo ao objeto trabalhado, observando que a
maioria dos livros nao disponibiliza uma quantidade interessante de atividades que
trabalham com a representacdo geométrica privilegiando a representagéo algeébrica,
nao permitindo a visualizacdo que contribui no processo ensino-aprendizagem,
facilitando a compreenséo do objeto estudado.

Celestino (2000) fez o levantamento das produgfes cientificas de teses,
dissertacBes e artigos brasileiros referentes ao ensino-aprendizagem da Algebra

Linear na década de 90, apresentando como descri¢cdo o tipo da obra, o objetivo da
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pesquisa, a metodologia, as fundamentacfes tedricas que contribuem para um
ensino mais eficiente e as conclusdes observadas em relagcdo a problemas que
colaboram para melhorar o ensino da matematica (Anexo 2). Em sua dissertacéo,
Celestino (2000) comenta sobre a importancia da Aritmética, da Geometria e de
sistemas de equacdes lineares relacionados a Algebra Linear e considera em sua
andlise trés trabalhos que abordam sistemas de equacdes lineares (SILVA, 1999;
DIAS, 1998, 1998a).

Nagamachi (2006, 2009) pesquisou algumas dissertacbes e teses em
educagcdo matematica no Brasil com o tema equacdes do ensino médio. Dentre 0s
varios tipos de equacbes existentes escolheu seis trabalhos elaborando um quadro
(Anexo 3) considerando o titulo, autoria, ano de defesa, niamero de paginas,
orientador, instituicdo, resumo, objetivo, metodologia, fundamentacdo teorica,
concluséo e referéncias bibliogréficas. O autor analisa trabalhos sobre as equacdes
do ensino médio, sendo que apenas a de Lima (1999) considera o uso de
tecnologias e a de Freitas (1999) indica seu uso como importante recurso de ensino-
aprendizagem. A maioria dos trabalhos considerados por Nagamachi (2006, 2009)
utiliza a analise dos textos didaticos. Freitas (1999) e Lima (1999) também utilizaram
0s registros de representacao de Duval (1993, 1996) como embasamento tedrico.

Além dos trabalhos citados, muitos outros foram desenvolvidos, como, por
exemplo, o de Pantoja (2008), que construiu e avaliou uma sequéncia de ensino que
relacionou o saber matematico referente ao conteudo de sistema linear ensinado
pelo método da substituicdo (tratamento algébrico) no ensino fundamental com o
método do escalonamento (tratamento aritmético-matricial) no ensino médio,
buscando verificar se essa conexdo poderia promover a aprendizagem do objeto
sistema linear.

Battaglioli (2008) afirma em seu estudo que para os alunos a algebra é
abstrata e dificil. Apesar de executarem os calculos, ndo os compreendem e nao
verificam sua aplicabilidade. Apesar de adquirirem as técnicas necessarias para
resolver sistema linear ndo obtém condicbes de interpretar os resultados
encontrados. O autor analisou trés livros didaticos mencionando o tipo de registro de
representacdo utilizado no ensino de sistema linear, considerando os registros da
lingua natural, do registro gréfico e do registro algébrico. Em relacdo aos registros
graficos verificou que sao abordados somente nos textos explicativos e pouco

explorados nos exercicios resolvidos ou propostos, colocados, portanto, apenas
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como informacdo. Destes registros, 0 que mais predomina em relacdo ao sistema
linear é o algébrico. Assim, o aluno pode dominar a técnica, mas pode n&o
compreender que a solucdo encontrada verifica as equacdes desse sistema linear.
Assim, é importante considerar a representacdo grafica em que o aluno visualiza a
solucdo encontrada. Os livros apresentam maior numero de exposicdo do registro
grafico dos sistemas lineares de duas equacbes e duas incégnitas, além da
linguagem natural, pois é através dela que o aluno verifica maior sentido,
relacionando sistema linear com seu dia-a-dia.

Pinho (2010) objetivou verificar se as matrizes facilitam o tratamento de SL
mostrando como 0 uso de matrizes na resolucdo de SL € util no estudo de certos
fendbmenos. Apresentou como proposta a introdu¢do no curriculo do ensino médio
do conteudo de algebra linear sendo nomeado: “matrizes e suas aplicagdes”
verificando de que forma este contetdo pode contribuir para SL. Na parte referente a
SL, o aluno deveria adquirir conhecimentos no sentido de transcrever enunciados
em SL e consequentemente resolver e interpretar estes SL, quando possivel, pelo
método de Gauss-Jordan. Pinho (2010) considerou importante o incentivo da
utilizacdo das tecnologias como apoio na resolucdo de SL e operagbes com
matrizes, e cita os programas GeoGebra e Winplot como referéncias de TICs como
programas matematicos que trabalham a parte algébrica e geométrica. Afirmou,
ainda, que através da significacdo geométrica e algébrica de matrizes pode ocorrer
maior facilidade de assimilacdo do conceito de matriz e considerou valido trabalhar
com aplicagdo de matrizes e geometria auxiliando na resolucdo de SL. Salientou a
importéancia de o aluno escrever matematicamente considerando ainda esta
atividade como pouco explorada pelos educadores matematicos.

Santos (2011) relacionou os registros de representacdo de Raymond Duval
(2003) com a teoria das matrizes e, analisou a exploracdo dos livros didaticos em
relacdo aos registros de representacdo. A escolha da teoria das matrizes foi o fato
de o conteudo apresentar registros algébricos, graficos e geomeétricos. Com relacéo
ao embasamento tedrico de Duval (2003), o autor também concorda que a
compreensao da matematica ocorre quando o aluno € capaz de distinguir o objeto
de suas representacbes. Com relacdo aos sistemas lineares Santos (2011)
considerou 0s seguintes registros de representacdo possiveis: escrita matricial,
escrita algébrica, lingua natural e grafico cartesiano, incluindo as possiveis

conversdes entre esses registros de representacao.
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Outra pesquisa revisada foi a de Steinhorst (2011), que buscou verificar a
contribui¢cdo da planilha Excel no ensino dos conceitos de matrizes, determinantes e
sistemas lineares. A pesquisa foi realizada com alunos do ensino médio de uma
escola particular e envolveu um estudo comparativo entre duas turmas, sendo que
uma trabalhou com a planilha e outra ndo o fez. Com a planilha, ao invés de os
alunos utilizarem um tempo grande com célculos, houve disponibilidade temporal
para a interpretacdo dos problemas. As TICs foram consideradas pelo autor como
importante meio de aprendizagem significativa. A planilha executa os calculos, mas
o aluno interpreta as questdes. A experiéncia foi considerada positiva, melhorando
as aulas tedricas pelas TICs, além de associar atividades interdisciplinares entre os
conteudos de Fisica, Biologia e Educacdo Fisica, possibilitando o incentivo aos
estudos matematicos com maior participacdo dos alunos nas aulas.

Chiari (2011) objetivou identificar em sua pesquisa se 0s alunos conseguiam
através das operacdes elementares transformar os SL em outros SL equivalentes.
Concluiu que os alunos conseguiam obter o resultado do SL, mas apresentaram
dificuldades em justificar as transformacdes necessarias.

Em sua dissertacdo, Jordao (2011) elaborou uma sequéncia didatica em que
relacionava as representacdes algébrica e geométrica de sistemas lineares 2x2 e
3x3 com o auxilio do software Winplot junto a alunos do 2° ano do ensino médio.
Utilizou como referencial tedrico Raymond Duval (2003), considerando a importancia
da diversidade dos registros e a simultaneidade da utilizacdo das representacdes
através de transformacdes de tratamento e conversao para se compreender o objeto
matematico. Com o software Winplot Jorddo (2011) trabalhou com atividades em
gue o aluno convertia registros algébricos para graficos, diferente do método
tradicional (lapis e papel) e, consequentemente, apenas o0 registro algébrico. O
pesquisador previa que a visualizacdo computacional apontaria para situagcdes mais
interessantes em que o aluno trabalhasse de forma a visualizar geometricamente o
gue era feito algebricamente. Na pesquisa, observou que alguns alunos
apresentavam dificuldades em leitura e interpretacao de texto no sentido de buscar
solucionar a questdo. Quando tinham que executar combinacdo entre duas a duas
equacOes apresentavam dificuldades significativas para obter novos sistemas
lineares e obter a solucdo procurada. Na realidade, é importante se trabalhar dois
registros para verificar se a solugdo encontrada esta correta. Davidas surgiram em

relacdo a sistemas de equacdes lineares com solugdo possivel indeterminada. A
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autora considera importante a visualizacdo através de recursos computacionais
contribuindo para a construcdo do conhecimento. Na pesquisa, Jorddao (2011)
constatou que os alunos apresentaram dificuldades em visualizac&o e interpretacao
de sistemas lineares 3x3 quanto a intersecdo de trés planos, inclusive quanto a
limitacdo do programa em relacdo a definicdo da intersecdo entre os planos, e a
necessidade do tratamento algébrico para confirmar a solucdo encontrada. A autora
verificou a importancia do tratamento e da conversdo entre 0s registros de
representacdo para melhor compreensao do objeto sistema linear.

Bertolazi (2012) apresentou como objetivo investigar processos de
pensamento avangado observados em registros escritos no sentido de obter a
abstracdo matematica, uma proposta de avaliacdo reflexiva. Observou com
estudantes de Licenciatura em Matematica que eles apresentaram dificuldades em
relagdo a visualizagdo principalmente quando se tratava de sistema linear de trés
equacdes e trés variaveis. Os alunos lembraram que estudaram no ensino medio
apenas os sistemas lineares de duas equacdes e duas incégnitas e apresentaram
conhecimento de trés diferentes registros dentre os nove considerados por Bertolazi
(2012). Apenas trés dos alunos conseguiram demonstrar a capacidade de
formalizar, generalizar e sintetizar as tarefas em relagdo a sistemas lineares. A
conclusdo do autor € que o tratamento de Sistemas Lineares € importante em
relacdo a visdo da Algebra Linear e da Geometria Analitica, pois pode contribuir para
gue o aluno reflita sobre a significacdo da solucdo encontrada, explorando na sua
resolucdo diversas representacdes matematicas e manipulando diferentes conceitos
matematicos.

Pelos entendimentos até aqui colocados e de todas as pesquisas analisadas
gue mencionam o tema SL, as que relacionaram as representacdes algébricas e
geométricas obtiveram resultados positivos, inclusive as referentes as

transformacdes de conversao e tratamento.
3.2 O uso de diferentes registros de representacdo semiética
Pelo fato de a teoria de Raymond Duval estar sendo bastante utilizada em

pesquisas, como também por defendé-la como necessaria, fez-se um levantamento

de algumas dissertacbes que tratam de temas matematicos com embasamento
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tedrico de Duval e considerando os dois tipos de transformacgédo, ou seja, tratamento
e converséo.

Traldi Junior (2002) buscou verificar se os alunos eram capazes de resolver
problemas de programacao linear através das transformacdes entre os registros de
representacdo de um objeto matemético: sistemas de inequacdes do 1° grau.
Considerou os seguintes registros de representacdes: algébrico, grafico e linguagem
natural. Verificou que os alunos apresentam dificuldades: em converter da
linguagem natural para a sentenca matematica, da sentenca matematica para a
representacdo grafica, interpretar graficos na representacéo grafica de inequacoes e
na solucdo algébrica de sistemas de inequacdes. Considerou a importancia de
trabalhar com atividades de tratamento, conversédo e coordenacédo, acreditando que
podem contribuir bastante para a formacéo de conceitos e aplicacdo de inequacdes
do 1° grau, pois ocorreram melhoras significativas nos conhecimentos referentes ao
contetdo de inequacdes. Traldi Junior (2002) considerou importante trabalhar a
técnica da representacao grafica dos problemas de inequacdes, pois os resultados
alcancados na representacdo algébrica sdo verificados através da visualizacao
grafica.

Karrer (2006) abordou o estudo das transformacdes lineares tendo como
referéncia as ideias de Duval (2003), utilizou softwares matematicos de geometria
dindmica e também procedeu a andlise dos livros didaticos do ensino superior em
relacdo a transformacfes lineares, considerando os registros de representacao
utilizados e as conversdes executadas nesses livros. Em relagdo aos alunos foi
constatado que apresentam dificuldades consideraveis em relacéo a transformacéo
de conversdo de representacdes e dificuldades na distincdo entre o objeto e sua
representacdo. A autora verificou também problemas na ndo congruéncia de
questdes e dificuldades em assimilagdo de alguns conceitos de algebra linear e 0
uso de registros geométricos.

Silva (2007) analisou o uso de diferentes registros de representacdo semiotica
para resolver problemas de matemaética. Foi verificado que o uso de registros de
representacdo apresenta implicacdes positivas na resolucdo de problemas. Os
registros considerados nesta pesquisa foram figural, aritmético, algébrico, linguagem
natural e grafica. Em relacdo a atividade proposta da dissertagdo, que envolvia a
conversdo entre os registros da lingua corrente para a matematica, algébrica para

gréfica, gréfica para a corrente, percebeu que os alunos ndo usam os diferentes



36

registros de representagdo, normalmente utilizam as linguagens aritmética e
numérica. O mesmo autor observou também que poucos alunos recorrem a
variedade dos registros e, portanto, poucas conversées executadas e em relacéo a
que aqueles alunos que utilizaram registro de representacdo semiotico tiveram
melhor desempenho do que 0s que nédo utilizaram as representacées do objeto
estudado. Observou, também, que os alunos apresentam dificuldades em relacdo a
linguagem algébrica e consequentemente a de maior sucesso foi a linguagem
aritmética. Quando na atividade existiu a liberdade de escolha do registro ocorreu o
maior sucesso obtido na questdo do que quando a atividade estipulava o registro de
representacao a ser utilizado, ndo aplicando a linguagem requerida de acordo com o
solicitado. Verificou o uso de linguagem natural iniciando ou terminando questdes.
Aqueles alunos que néo representaram 0 objeto através de algum registro de
representacdo ndo obtiveram sucesso na questdo. Silva (2007) considerou a
importancia de explorar os objetos matematicos através dos diferentes registros de
representacdo possiveis do objeto em estudo e principalmente executar a
transformacao de conversao entre estes registros. Salientou a importancia de propor
atividades representando o objeto explorado através dos diferentes registros de
representacao, principalmente a conversao entre estes registros de representacdo e
atividades com tradugédo do enunciado da linguagem natural para a linguagem
matematica.

Braga (2009) trabalhou os conceitos das funcfes afim e quadratica utilizando
como recurso a planilha com possibilidades de conversdo entre os registros de
representacdo algébrico, tabular e grafico. O uso das transformacgfes dos registros
de representacao e a planilha utilizada nas atividades proporcionaram uma melhor
compreensao das funcdes afim e quadratica.

Dellorti (2010) tratou das representagcdes graficas: conhecimentos
mobilizados por alunos do ensino médio na compreensao e andlise de informacgdes
contidas em graficos, considerando a dificuldade de os alunos em interpretar e
analisar informacdes contidas em gréficos. A pesquisa foi norteada pela teoria de
Duval (2003), incluindo a necessidade de desenvolver tratamentos e conversdes
para interpretar graficos. Foram constatados tratamentos dos registros numéricos e
graficos e conversdes entre graficos e numéricos e vice-versa, linguagem natural e
grafico e gréafico e natural em relacdo a atividade proposta pelo autor. Dell’orti (2010)

obteve como resultado que os alunos apresentam dificuldades em interpretar e
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construir graficos de funcbes e executar operacdes de subtracdo e divisdo nas
guestdes que necessitavam dessas operacdes, inclusive montavam corretamente as
operacbes, mas definindo resultados equivocados, conseguiram interpretar
corretamente as informacfes obtidas dos graficos. Em relacdo as representacoes
semidticas os alunos conseguiram realizar as conversdes do registro grafico para o
numérico, e numérico para grafico, e da linguagem natural para o grafico e
tratamentos nos registros numéricos e graficos. O autor considerou de extrema
importancia o uso dos registros de representacbes semidticas verificando as
condi¢cbes dos alunos em executar as transformacdes, ou seja, converter e tratar 0s
diversos registros disponiveis nas atividades aplicadas em relacao a graficos.

Alves (2010) prop6s atividades estratégicas de ensino-aprendizagem em
relacdo ao conteudo de introducdo ao pensamento combinatério que teve como
principal objetivo através dos registros de representacdo semidtica que os alunos
identificassem as formas combinatoérias relacionando com probabilidade. Devido a
dificuldade dos alunos em relacdo ao contetudo de analise combinatéria, apresentou
uma alternativa com atividade diferenciada, em que foi constatado que os registros
de representacao facilitam os calculos de possibilidades, arranjos e combinacdes.
Apresentou atividades que necessitam de tratamento e conversdo e que através
destas transformacdes o aluno consegue perceber com maior facilidade as
diferentes possibilidades nos calculos de analise combinatéria. Alves (2010)
confirmou uma atencao especial dada as dissertacdes, pois apresentam atividades
com metodologia diferenciada, que favorecem o processo ensino-aprendizagem e a
reflexdo da pratica educacional.

Cabe ressaltar que o0 interesse em analisar pesquisas anteriormente
realizadas foi buscar identificar como o embasamento tedrico de representacao
semidtica de Raymond Duval tem sido aplicado, percebendo-se ser valido o uso dos
registros de representacao para melhorar a compreensdo dos estudos dos objetos

matematicos.
3.3 Textos didaticos e as abordagens de sistemas lineares
No Capitulo 5 desta dissertacdo procedemos a analise de textos didaticos do

ensino fundamental, médio e superior referentes ao contetudo de sistemas lineares,

buscando verificar dois aspectos empregados e incentivados pelos autores: (1) os
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contetidos e a abordagem em termos de encadeamento de assuntos e da intengéo
dos autores em incentivarem a investigacdo e (2) os tipos de registro de
representacdo empregados pelos autores (texto expositivo e exercicios).

As obras selecionadas para a analise dos sistemas lineares foram as
seguintes:

o Ensino Fundamental
IMENES, Luiz Marcio; LELLIS, Marcelo. Matematica para Todos. Séo Paulo:
Scipione, 2002. 352p.

o Ensino Médio

DANTE, Luiz Roberto. Matematica. S&o Paulo: Atica. 2010. 264 p.

IEZZI, Gelson et al. Matematica volume Unico. 4 ed. S&o Paulo: Atual, 2010.

688 p.

IEZZI, Gelson; HAZZAN, Samuel. Fundamentos de mateméatica elementar.

Vol. 4. 6 ed. Sao Paulo: Atual, 1993. 229 p.

SMOLE, Katia Stocco; DINIZ, Maria Ignez. Mateméatica. Ensino médio. vol. 2.

6 ed. S&o Paulo: Saraiva, 2010. 192 p.

o Ensino Superior

STEINBRUCH, Alfredo. Algebra Linear e Geometria Analitica. 2 ed. S&o

Paulo: Pearson Prentice Hall. 1987. 470p.!

KOLMAN, Bernard. Algebra Linear. 3 ed. Rio de Janeiro: Guanabara, 1987.

228 p.

ANTON, Howard; BUSBY, Robert C. Algebra Linear Contemporanea. Porto

Alegre: Bookman. 2006. 610 p.

Para efeito da analise sobre sistemas de equacbes lineares (SL) e
considerando o referencial teérico de Registros de Representacdo Semidtica de
Raymond Duval e o uso das TICs, tornou-se necessario também analisar os
conteudos de livros adotados por escolas e a abordagem em termos de
encadeamento de assuntos e da intencdo dos autores em incentivarem a

investigacao.

! Livro adotado pela instituicdo de ensino em que foi realizada a pesquisa (PLT - Programa do Livro
Texto).
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3.3.1 Os conteudos abordados e a abordagem em termos de encadeamento de

assuntos e da intencao dos autores em incentivarem a investigacao

Dentre os diversos textos didaticos do Ensino Fundamental, considera-se a
colecdo ‘Matemética Para Todos’ (IMENES; LELLIS, 2002), em que o contetdo
referente a sistemas lineares comeca a ser ensinado no 8° ano (referente a antiga 72
série) do ensino fundamental nesse momento, abordando a resolucdo algébrica
pelos métodos da adicéo e da substituicdo de sistemas de equacbes do 1° grau com
duas incognitas. No 9° ano (antiga 82 série) o livro aborda sistemas de equacdes de
2° grau pelo método da substituigdo, inclusive mostrando problemas relacionados a

sistemas de equacdes do 2° grau. O livro ndo aborda sistemas de equacdes lineares

pelo método da comparacéo, que seria bastante interessante ser abordado na etapa

introdutéria de sistemas lineares. N&o aborda questbes simples, mas importantes,

gue incentivam o aluno a investigar como, por exemplo, escrever, através da

linguagem natural, sobre o gue significa a solucdo encontrada.

Optou-se em analisar quatro textos didaticos do Ensino Médio:

o DANTE, Luiz Roberto. Mateméatica. S&o Paulo: Atica. 2010. 264 p.

. IEZZI, Gelson et al. Matematica volume Unico. 4 ed. Sao Paulo: Atual, 2010.
688 p.
. IEZZI, Gelson; HAZZAN, Samuel. Fundamentos de matematica elementar.

Vol. 4. 6 ed. Sao Paulo: Atual, 1993. 229 p.
o SMOLE, Katia Stocco; DINIZ, Maria Ignez. Matematica. Ensino médio. vol. 2.

6 ed. Sdo Paulo: Saraiva, 2010. 192 p.

Resumindo-os brevemente, esses livros didaticos tratam dos seguintes
assuntos:

e Dante (2010)

Dante aborda o conteudo de sistemas lineares apds matriz e determinante,
em relagcdo a sistema linear separa 0s sistemas lineares de 2 equacdes e 2
incognitas (2x2) dos sistemas lineares de 3 equagbes e 3 incognitas (3x3),
apresenta também problemas de aplicacdes. Resolve sistema linear em relacdo a

representacdo algébrica apenas pelo método do escalonamento. N&o apresenta

atividades gue incentivam o aluno a investigar, expde o contetdo através de texto
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didatico, atividades propostas, mas nenhum desafio ou atividade que incentive a
investigacao.
o lezziet al. (2010)

Os autores apresentam inicialmente matriz, determinante e logo apos

sistemas lineares, o conteudo de sistemas lineares € abordado da seguinte forma:
definicdo de equacdo linear e sua solucdo, representacdo matricial, abordam
sistemas lineares 2x2 e 3x3 juntos, inclusive pelos métodos do escalonamento e da
Regra de Cramer, sistemas homogéneos e equivalentes, no final uma discusséo de
um sistema linear em que considera mais uma variavel além de x, y e z e que para
cada valor definido da variavel em questdo o sistema € classificado como sendo
sistema possivel determinado, indeterminado e impossivel. Apresentam 24 testes de
vestibulares e trés questbes de desafios sendo nestas atividades o aluno deve
analisar as questdes de aplicacdo e escreve com suas palavras o que observou.

Essas trés guestdes de desafio incentivam o aluno a investigar, mas o nimero de

guestdes que incentivam o aluno a pesquisar é reduzido.

e lezzi e Hazzan (1993)

Os autores abordam o conteddo da seguinte forma: matriz, determinante e
apos sistemas lineares. Sobre o conteudo de sistemas lineares fazem uma
introducéo, desenvolvendo os métodos pela Regra de Cramer e escalonamento.

e Smole e Diniz (2010)

As autoras fazem uma inversdo na abordagem dos temas iniciando por
sistemas lineares, matrizes e finalmente determinantes, sendo que normalmente os
conteudos sdo abordados da seguinte forma: matrizes, determinantes e sistemas
lineares. Apresentam atividades resolvidas que auxiliam nos exercicios propostos,
trés desafios sobre sistemas lineares, trés desafios sobre matrizes e sistemas
lineares e um invente vocé sobre determinante e sistema linear. Apresentam a
definicdo de equacbes lineares. Separam sistemas lineares 2x2 dos 3x3, 0s
sistemas lineares 2x2 sua resolucdo € apresentada pelos métodos da substitui¢éo,
da adicéo e da representacao grafica por aproximacao e sua classificacdo e no caso
de sistemas lineares 3x3 pelos métodos da adi¢cdo por escalonamento. Apresentam
atividades computacionais através do software Winplot para os sistemas lineares
2x2 e apresenta no para saber os sistemas lineares 3x3. Quando abordam matrizes,
apresentam juntamente com resolugdo de sistemas lineares o0 método da matriz

inversa e quando aborda o contetdo de determinante trata da resolugéo de sistemas
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lineares n x n pelo método da Regra de Cramer e sobre sistemas lineares

homogéneos. O livro incentiva 0 aluno a investigar, conduzindo-o a inventar

atividades similares as atividades propostas, como mostra a Figura 1.

Y, Cristiane foi a uma papelaria comprar fichdrios e . Descubra entre os valores a sequir quais 530 solugbes
canetas. As canetas custavam R§ 2,50 cada e os daequagdox+y+2=1.
fichérios, R§ 5,00 cada. Cristiane gastou R§ 40,00 na 228
papelaria. Quantos ficharios e quantas canetas terd 9034 | 8l .
comprado? _ b (5,55 f) (65-45:5)
? ) (0,0,8)
a) Traduza esse problema por meio de uma equa- 0 H10 ;J] o
(o, 0 220 AU
b) Determinedoisparesdevalores quesejamsolugdo ~—— ——— — —— —
da equacdo.
¢) Indique um par de nimeros que ndo seja solugdo
(o problema,

d) Ha pares de ndmeros que sdo solugdes da equacdo,
mas no do problema? Justifique.

&) Organize uma tabela de modo que vocé encontre
todas as solugdes do problema.

! invente vocé
1, Invente um problema como 0 4.

2. Crie um exercicio como 0 6.

3. Elabore um problema que envolva a equagdo do exercicio 6.

Figural - Atividade gue incentiva a investigacédo
Fonte: SMOLE; DINIZ, 2010, p.322.

O livro disponibiliza também atividades computacionais utilizando o software

Winplot, com questdes que incentivam o aluno a redigir utilizando a linguagem

natural sobre a solucdo encontrada do sistema linear, conforme a Figura 2.
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HO COMPUTRDOE

Representagdo de sistema linear no Winplot

2x+y+3z=1
Como seré a representacdo do sistema Xx+y+2z=1 no Winplot?
3x+2y-z=-2 :
Que tipo de gréfico serd gerado?
Vamos experimentar.

T T e S T T Aol 8
Moo Ldtw Cybr uer Comsw Fegamentss Qodos Jenels Ausde ’ ' ‘2
1 proposta: —ar—3 3 £
Em Janela, selecione ﬁ—] : .h e == : : ; g | l é
“3-dim”. V4 até "Equacdo” e T T : 2 : :
cligue em “Explicita”. F. 2 5 — 3
Observe que na caixa de =
didlogo é necessério digitar _.-j
a fungdo z nas varidveis x e 1 m”____w_,———ﬂ
y. Assim, para representar a J‘ oo 2L > :::-:m_“
equacdo 2x +y + 3z =16 F=l - ol Ssisinbo b i
necessario isolar a varidvel z: ’4,
2x-y +1 H
zi= __3V : 721
Agora, usamos essa equa- £ - e
¢&o no Winplot como mostra- ‘ ; r j
mos a seguir. :: e T |
(L. e 1 — o o

Ao clicar em “OK", o gré- Emm—;ﬁm
fico deverd aparecer. Caso
n3o visualize os eixos, va até

“Ver" e clique em “Eixos".

SISTEMAS LINEARES ~ UNIDADE 12 | 335

Figura 2 - Atividade que utilizam TICs
Fonte: SMOLE; DINIZ, 2010, p.335.

Foram analisados os quatro textos didaticos do ensino médio, podemos
concluir que o Unico que incentiva a investigacdo € o de Smole e Diniz (2010), com
questdes interessantes em que o aluno cria atividades similares as disponiveis. Este
livro também é o Unico do ensino médio que faz a inversdo dos conteldos
trabalhados, facilitando assim um entendimento melhor do aluno em relagdo aos

conteldos: sistema linear, matriz e determinante, trabalhando a solu¢édo do sistema
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linear pelo método da matriz inversa no conteldo matriz e a solu¢cdo do sistema
linear pelo método da Regra de Cramer em determinante. Apenas o livro de Smole e

Diniz (2010) trata da solucdo de sistemas lineares pelo método da matriz inversa.

Em relacéo aos livros do Ensino Superior a analisar optou-se por trés textos
didaticos:
e STEINBRUCH, Alfredo. Algebra Linear e geometria analitica2.2 ed. S&o
Paulo: Pearson Prentice Hall. 1987. 470 p.;

e KOLMAN, Bernard. Algebra Linear.3 ed. Rio de Janeiro: Guanabara,
1987. 228 p.

e ANTON, Howard; BUSBY, Robert C. Algebra Linear Contemporanea.
Porto Alegre: Bookman. 2006. 610 p.

Resumindo-os brevemente, esses livros didaticos tratam dos seguintes
assuntos:

e Steinbruch (1987)

O conteudo é abordado introduzindo vetores e logo apés comeca por matriz,
determinante e dando sequéncia ao conteltdo sistema linear, classificando os
diversos sistemas, mostrando suas equivaléncias, obtendo solugcbes algébricas
através dos métodos de Gauss-Jordan, da matriz inversa, mas ndo apresenta a
solucdo geométrica e também nao apresenta o método algébrico da solucdo do
sistema linear pela Regra de Cramer. O conteldo de sistemas lineares é iniciado
através da definicdo e solucdo de equacdo linear, sistemas de equacdes lineares e
sua solucdo, sistema compativel dividido em sistema linear determinado,
indeterminado e incompativel, sistemas equivalentes, operacdes, homogéneo,
solucdo pelos métodos de Gauss-Jordan (escalonamento), matriz inversa, sistema
de M equacdes lineares com N variaveis (para m#n) e (escalonamento), sistemas de
equacles lineares homogéneos (escalonamento) e apresenta quatro problemas
resolvidos pelo método algébrico do escalonamento.

Por se tratar de um texto didatico de maior acessibilidade ao aluno, o livro de
Steinbruch (1987) € uma adaptacao, portanto ndo apresenta atividades propostas e

consequentemente também ndo apresenta atividades que incentivam a

investigacao.

2 Livro adotado pela instituicao de ensino em que foi realizada a pesquisa.
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e Kolman (1987)

Kolman inicia o conteddo de sistemas lineares, logo em seguida matrizes e
determinantes. Define equacdes lineares, sistema de equacfes lineares, solucao
através do método de eliminagdo. Apresenta o método da adigdo que nomeia como
método de eliminacdo e quando aborda matrizes, determina a solucdo de sistema
linear pelo método da forma reduzida escalonada por linhas e de eliminacdo de
Gauss-Jordan, define sistemas lineares homogéneos, método da matriz inversa e
quando trata do conteudo determinante aborda a solucédo pela Regra de Cramer.
Além dos exercicios propostos, apresenta a teoria com atividades do tipo ‘mostre
que’ e incentiva o aluno a pensar além do proposto, buscando solugcbes mais
complexas e interessantes.

e Anton e Busby (2006)

Os autores abordam primeiramente sistemas lineares, em seguida matrizes e
apos determinantes. Em relacdo a Sistemas lineares faz a introducao conceituando
equacles lineares, equacdo linear homogénea, equacdo nao linear, sistemas
lineares e sua solucéo, diferenciam sistemas lineares com duas ou trés incégnitas,
suas representacdes geométricas lembrando que no plano a equacao linear define o
encontro de retas com trés possibilidades possiveis sendo: coincidentes, paralelas
ou encontrando em um Unico ponto e no espaco o encontro de planos e suas
possiveis posicdes. Disponibilizam um exemplo que relaciona vetor com
combinac¢des lineares. Anton e Busby (2006) abordam os seguintes tipos de
resolucdo de sistema linear na representacédo algébrica: resolucéo pelo método de
reducdo por linhas (escalonamento, como combinagdes lineares de vetores-coluna,
através das equacdes paramétricas, eliminacdo Gaussiana e de Gauss-Jordan)
diferenciam as duas formas de resolucdo de sistema linear a Gaussiana com
reducado das variaveis definindo zeros abaixo dos pivos e Gauss-Jordan reducéo das
variaveis definindo zeros acima e abaixo dos pives. Definem sistema linear
homogéneo. Mostram as aplicacdes de sistema linear (posicionamento global,
andlise de redes, circuitos elétricos, equilibrando equac¢fes quimicas, interpolagcéo
polinomial) quando abordam matrizes resolvem sistema linear por inversao de
matriz, resolvem multiplos sistemas lineares com uma matriz de coeficientes comuns
e abordam consisténcia de sistemas lineares falando também sobre a geometria de
sistemas lineares (Relacdo entre ax = b e ax = 0 transladando o conjunto-solugéo,

consisténcia de um sistema linear do ponto de vista vetorial, hiperplanos e
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interpretagdo geomeétrica de espacos-vetoriais). Interessante comentar que Anton e
Busby (2006) definem que se o sistema linear € homogéneo entdo o espago-solugédo
definem a propria origem ou uma reta que passa pela origem, ou um plano que
passa pela origem. Quando abordam o conteldo sobre determinante, obtém a
solucéo do sistema linear pela regra de Cramer.

Em relacdo aos trés textos didaticos do ensino superior concluimos que o
anico que apresenta a sequéncia matriz, determinante e finalmente sistema linear é
o PLT de Steinbruch (1987). Os outros dois livros analisados abordam sistema linear
no inicio, em seguida matriz e por ultimo determinante. Em relagdo ao incentivo da

investigacdo, o unico livro que nao dispde atividades deste nivel é o PLT.

3.3.2 Os tipos de registros de representacdo empregados pelos autores (texto

expositivo e exercicios)

Foram considerados para analise os tipos de registros de representacao
utilizados pelos autores: linguagem natural (situacdes-problema), numeérica,
algébrica, geométrica e matricial (Matriz inversa e Regra de Cramer).

Quanto ao texto didatico do ensino fundamental de Imenes e Lellis (2006) e
observando o embasamento tedrico abordado e o0s exercicios resolvidos e
propostos, constatou-se existir somente o registro algébrico (métodos da adicdo e
substituicdo), ndo abordando a representacdo algébrica da comparacdo. Apresenta
atividades na parte conversando sobre o texto em que o aluno escreve através da
linguagem natural sobre o sistema linear em questéo.

Considerando os quatro textos didaticos do ensino médio:

e Dante (2010)

No embasamento tedrico o autor expde o método algébrico e o0 geométrico de
forma a mostrar aos alunos as diversas representacfes matematicas construidas,
mas apresenta de forma pronta e acabada e nédo estipula atividades pertinentes a
relacdo dos dois métodos. Nao incentiva os alunos a investigarem situacdes em que
através da representagéo algébrica determine a geométrica e vice-versa.

Segue abaixo a amostra de como Dante (2010) retrata os sistemas lineares
considerados 2 x 2 (2 equacfes e 2 incognitas) através de suas representacoes
algébricas e geométricas, considerando as trés posi¢cdes possiveis das duas retas,

sendo: retas concorrentes em um uUnico ponto (sistema possivel e determinado),
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retas paralelas (sistema impossivel) e retas concorrentes (sistema possivel
indeterminado) (FIGURA 3).

& atri | ey [x— 2y =5=— (1,—2), (=1, —3), .
Interpretacdo geomeétrica | 29 { .y = 3 — (1. 0L @ 1,

dos sistemas lineares 2 < 2

v

Os pares ordenados de nimeros reals que séo solugdes .
de uma equagdo linear com duas incégnitas determinam, no | e
gréfico, uma reta. A Intersecc@o dos dues retas das equer T T N
cées do sistema determina sua solugcdo, se existir. | t — 4 -

s -
— | AT -
) ) | x—dy=2_— N

Veja a representacao grafica dos frés sistemas resolvidos ] i
por adigGo: oy P
19) 3x—y =10 — {4, 2), (2, —4), ...

2x 4+ 5y = | —{—2, 1), {3, —1), ...
As retas paralelas e distintas indicam que nGo existe par or-
v 3k —y = 10 denado que seja solucdo do sistemo (sistema impossivel).
f 3e) [2x— 6y = 87— (4.0, 01, =1, ..
2t By =1 o o 3x—Qy = 12 — (1, —1), (=2, —2), ...
wed T y
——t
A
H .
_,”,,,/ 3x -Gy =12
[ 4 f t — =
: =

As retas concorrentes indicam que existe um Onico par or 2x— By =8 b=l

denado que & soluc@o do sistema (sistema possivel e .

determinado). -

|

As retas coincidentes indicam que existem infinilos pares
| ordenados que sdo solugdes do sistema [sistema possive
| e indeterminadol.

Figura 3 — Atividades que retratam as possiveis posi¢cdes das retas de um sistema linear 2x2
Fonte: Dante, 2010, p. 268.

Em relacdo a sistemas lineares 3 x 3, segue abaixo (FIGURA 4) apenas uma
amostra das 8 possibilidades consideradas pelo livro da posicdo dos trés planos
constituidos na resolucdo do sistema linear, sendo este exemplo constituido por
equacdes lineares multiplas, definindo um Unico plano e, portanto, sistema possivel

indeterminado.



Neste caso, todos os
pontos Plx, y, z) de m, sdo
solugdes do sistema. Hg,
portanto, infinitas solugdes
para o sistema.

fiplos uns dos outros.

Exemplo:

2x+ 2y -2z =

Possibilidades para
as posicdes relativas
dos trés planos no espaco

Existem oito possibilidades para as posiges relativas dos
ids planocs, ,, ©, € 7, no espago.

12 possibilidade: os trés planos coincidem

=T, =T

O sistema ¢ possivel e indeterminado (SPI).
Pode-se provar que isso ocorre quando Ly, L, e Ly sGo mil-

x+ty—-z=1=1={1,1,-1,1)
2—1,=(2,2, -2, 2)

Ax+4y—4z = 4— 3= (4, 4, ~4, 4)

Nesse caso, temos L, = 2L, l; = 4L, e I3 = 2L,.
Da primeira equagdo, x + y — z = 1, firamos que
z=x+y - 1.Assim, as solucdes do sistema sdo todos os

Figura 4 — Atividade que retrata uma possivel posi¢cdo dos planos de um sistema linear 3 x 3

Fonte: Dante, 2010, p. 271, ensino médio.
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O Quadro 1 demonstra os tipos de representacdes utilizadas pelo texto

didatico de Dante (2010) em relacdo a quantidade de atividades propostas:

Quadro 1 - Quantidade de atividades propostas por Dante (2010) em relagado ao tipo de

representagao
Linguagem natural x
. = . ~ - Representacgéo
(interpretagdo em situagdes- Numérica o
geométrica
problemas)
8 questdes 7 questdes Nao apresenta

[aplicacdo n°s 34 a 38 p.279,
programacdo linear 39 a 41].

sistema)]

[equacles lineares
n°s1(diferenciar equacdes
lineares das ndo-lineares), 2, 4
e 6(3 variaveis), 3, 5(3 variaveis)
— paginas 266 e 267 1 questao
n® 7 — pagina 267 (solucdo do

Representacédo algébrica

Matricial (matriz/sistema linear),
(determinante/sistema linear).

26 questdes

[2x2 n® 8 — pagina 269 método da adicao, n° 9,
paginas 269 e 270 classificacdo, 10 até 15
pagina 270 e 271discussao 1 questao].

[3x3 n° 16 pagina 274 classificagdo e resolucao,
17, 18, 19 pégina 275 equivaléncia, 20 até 23
pagina 276 escalonamento, 24, até 28 paginas
277 e 278 discussao 29 a 33 sistemas
homogéneos pags. 278 e 279].

N&o apresenta

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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Analisando o Quadro 1 constatou-se que o texto didatico ndo aborda nas
atividades propostas questdes que relacionam a representacdo algébrica com a
representacdo geométrica e nao trabalha sistema linear relacionando com matriz
(matriz inversa) e determinante (Regra de Cramer). Apresenta uma quantidade de
atividades numéricas consideraveis e atividades de aplicagdo em que o aluno deve
montar o sistema linear para resolver e a representacao mais utilizada na resolugéo
de um sistema linear foi a representacao algébrica.

o lezziet al. (2010)

Este texto didatico ndo apresenta no embasamento tedrico e nem nas
atividades propostas atividades que relacionam a representacdo algébrica com a
geométrica. O Quadro 2 apresenta os tipos de representacfes utilizadas pelo livro

didatico em relagéo a quantidade de atividades propostas.

Quadro 2 — Quantidade de atividades propostas por lezziet al. (2010) em relagdo ao tipo de

representagédo
. nguar::]em nat_ural - - Matricial (matriz/sistema linear),
(interpretacao em situagoes- Numérica (determinante/sistema linear)
problemas) '
13 questbes
[n°s 1, 2, 4(2 N
~ L 13 questdes
Llguestoes var!gve!s), 3,5e7(3 [n°s 14 al17(matriz/sistema linear —
[n° 8, n°s 27 a 29 variaveis), 6(4 Agina 317. 318
n°s 35 a 37 e 54, 55, 59, 60 variaveis) Zgga b5 o 55 7 58 & 61 naq. 327
(aplicagéo Regra de Cramer)]. n°s 9, 10, 11, 12, 13, Reara de Créme'r] pag.
18, (solucéo do 9 '
sistema)].
Representacdo geométrica Representacgao algébrica

43 questbes

[n°s 19 até 26, 30 até 34 — paginas 319, 320,
323, 324, 38 e 39 — pagina 325, 40 a 48
(sistemas homogéneos) escalonamento e
resolucao

62 até 80 — pagina 330 e 331 discussao].

N&o apresenta

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

De acordo com o Quadro 2 pode-se constatar que, das atividades propostas,
0s autores apresentam questdes de aplicacdo em que o aluno determina o sistema
linear definido, uma quantidade consideravel de atividades numéricas. N&o
apresentam a conversao entre as representacdes algébrica e geométrica e nem a
solucdo de um sistema linear pelo método da matriz inversa, somente resolvem pelo
meétodo da Regra de Cramer. Apresentam uma maior quantidade de atividades que

resolvem pela representacéo algébrica.
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e lezzi e Hazzan (1993)

Trabalha apenas a representacéo algébrica, ndo incentivando com atividades
investigativas como, por exemplo, converter a representacdo algébrica em
geométrica e geométrica em algébrica. O Quadro 3 apresenta 0s tipos de
representacdes utilizadas pelo livro didatico em relacdo a quantidade de atividades

propostas por lezzi e Hazzan.

Quadro 3 - Quantidade de atividades propostas por lezzi e Hazzan (1993) em relacéo ao tipo de
representacao

Linguagem
natural
(interpretacdo em
situacdes-
problemas)

Numérica Representacdo geométrica

6 questdes

[344 (diferenciar equacgbes lineares das
nao-lineares), 345 e 347 (3 variaveis),
346(4 variaveis), pagina 132, n° 350 e
351 — pégina 133, solucdo do sistemal].

N&o apresenta N&o apresenta

Matricial (matriz/sistema linear),

Representacdo algebrica (determinante/sistema linear)

66 questdes
[n°s 363 até 371 — paginas 143, 144, 152 e 153
escalonamento n° 372 até 409 — paginas 153

35 questdes
[n°s 348, 349, 352 -
matriz/sistema linear

pdg. 132 e 133

até 161, discussao.
n° 410 até 428 — paginas 163, 164, 165 e 166,
sistemas homogéneos].

n° 353 até 362 — pag. 137, 138 e 139 Teorema
de Cramer,
n°s 429 a 450 matriz escalonada]

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

O texto de lezzi e Hazzan (1993) ndo apresenta atividades de aplicacdo, nao
apresenta também atividades que convertem a representacdo algébrica para a
geométrica. A maioria das atividades propostas apresentadas € de representacao
algébrica.

e Smole e Diniz (2010)

O livro apresenta no embasamento tedrico a conversao entre a representacao
algébrica e a representacdo geométrica. O livro apresenta as trés possibilidades
referentes a representacdo das retas obtidas das equagbes lineares que s&o:
concorrentes em um Unico ponto, paralelas e coincidentes.

Apresenta-se a seguir somente a solucdo do sistema linear pelas retas
concorrentes em um unico ponto, ou seja, sistema possivel determinado (FIGURA
5).
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® Solugdo pela representagdo grafica

Outra forma de resolvermos um sistema é por meio de uma representacado grafica.
Nesse caso, resolver o sistema significa encontrar os pontos comuns s duas retas
gue representam as equacdes do sistema.

Como x + 4y =100 e 2x + 3y = 90 sdo fun¢des do 1° grau, o grafico de cada equacao
& uma reta. Veja.

Zapt

-
¥ o

A partir dos graficos, pcdemos achar valores aproximados de x e de y que sdo

coordenadas do ponto S e solugdo do sistema. Assim, temos x = 10 e y = 20. De fato, ja
vimos que a solugdo éx =12 ey = 22.

324 l PARTE 4 ALGEBRA

Figura 5 — Atividade que retrata a posi¢do das retas concorrentes em um Gnico ponto de um
sistema linear 2 x 2

Fonte: SMOLE; DINIZ, 2010, p. 324.

Em relacdo aos sistemas lineares 3 x 3, na parte ‘para saber mais’, o livro

retrata 6 das 8 posi¢cOes possiveis em relacéo a trés planos, conforme a Figura 6.
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PARA SABER MAIS

Sistemas lineares 3 X 3 e Geometria

Nos itens anteriores, relacionamos sistemas lineares 2 X 2 e 3 x 2 a retas representadas no plano car
tesiano. Vimos que as solucBes dos sistemas correspondem as posicdes entre essas retas.

> retas concorrentes ——- sistema possivel e determinado com soluc3o dnica

> retas paralelas ———> sistema impossivel e sem solucdo

> retas coincidentes —— sistema possivel e indeterminado com infinitas solugdes

Um sistema linear 3 X 3 pode ser associado a trés planos no espaco, cada um deles correspondendo 3|
uma das equacdes.

E quais s3o as possiveis posi¢des de trés planos no espaco?

Os planos podem se encontrar em um dnico Os trés planos podem ainda ser paralelos entre si.
ponto. Nesse caso, o sistema linear é possivel e
determinado e tem soluc3do Unica.

Imagens: Zapt

Pode também ocorrer de dois deles serem para-
lelos e o terceiro ndo.

Os trés planos podem também possuir uma reta
omum a eles ou ser coincidentes. Nessa situacao,
sistema linear é possivel e indeterminado, ou seja,
presenta infinitas solucdes.

Por fim, os planos po-
dem se encontrar, mas
apenas dois a dois, ndo
havendo ponto comum
que pertenca aos trés.

a=p ;j Nesses trés (itimos casos, o sistema linear é im-
possivel, isto é, sem soluco.

Figura 6 — Atividade que retrata as posicdes dos planos em relagcéo a sistemas lineares 3 x 3
Fonte: SMOLE; DINIZ, 2010, p.334.

N&o apresenta a possibilidade de dois planos coincidentes e o terceiro
paralelo aos outros dois planos (sistema impossivel), dois planos coincidentes e o
terceiro intersectando segundo uma reta (sistema possivel indeterminado).

O Quadro 4 mostra os tipos de representacdes utilizadas pelo texto didatico

em relacao a quantidade de atividades propostas.
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Quadro 4 — Quantidade de atividades propostas por Smole e Diniz (2010) em relacéo ao tipo de
representacao

Linguagem natural

(interpretagdo em situagdes- Numérica Representagdo geométrica
problemas)
~ L 7 questdes
13 questbes [n°s1 e 4(aplicacao), [qu 3 (equacso linear grafica)
pagina 322, 13 a 16 pagina 327, 6 questdes Adina 322
22,23, 25, 26, 28, 29, 30 pagina | [n° 5(3 variaveis), 6(3 pag . .
A o 7, 8, 10, 11 pagina 326, 27 pagina

333]. variaveis) — pagina 322, 333]

17 a 20 pagina 327].

Representacio algébrica Matricial (matriz/sistema linear),
(determinante/sistema linear)
13 questbes 12 questdes
[32 a 36 pagina 364, 9 pagina 326, 12 pagina [10 a 16 (Regra de Cramer) pagina 374, 17 a 21
327, 21, pagina 332, 24 pagina 333, 22 a (determinante e analise de sistemas) pagina
25(homogéneo) pagina 377. 376].

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

O texto didatico de Smole e Diniz (2010) apresenta em relacdo a atividades
propostas sobre representacdo algébrica um numero suficiente deste tipo de
representacdo e, consequentemente, apresenta um consideravel numero de
atividades utilizando a representacdo geométrica e matricial, enquanto que os outros
trés textos didaticos analisados disponibilizam uma quantidade exagerada de
atividades que utilizam a representacdo algébrica e quando apresentam a
representacdo geométrica fazem de forma reduzida em relagdo a quantidade de
atividades.

Em relacdo a solucdo do sistema linear pelo método da matriz inversa, Smole
e Diniz apenas determinam a férmula de solucionar o sistema linear nos exercicios
resolvidos da pagina 361 ER11 letra a, em que determina X = A-1B, no entanto ndo
apresentam atividades com aplicacdo desta formula.

Levando em consideracdo a conversdo entre as representacdes algébrica e
geométrica somente dois livros dos analisados mostram esta situacdo (SMOLE;
DINIZ, 2010; DANTE, 2010).

Em relacéo aos trés livros do ensino superior pode-se comentar o seguinte:

e O livro adotado pela instituicdo de ensino em que foi realizada a pesquisa

€ 0 PLT (Programa do Livro Texto) de Steinbruch e Winterle (1987):

Apesar de o titulo do livro ser definido como Algebra Linear e Geometria
Analitica em nenhum momento da explicacdo tedrica referente a sistemas lineares,
matrizes e determinantes os autores apresentam relacdo entre as diferentes

representacdes algébrica e geométrica necessarias para a compreensao do
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contelido, portanto o texto didatico apresenta somente a representacdo algébrica
desconsiderando a relagéo existente com a representacao geométrica.

Em nenhum momento da exposicdo do embasamento tedrico os autores
tratam da conversdo entre as representacdes algébrica e geométrica. Os métodos
algébricos de resolucdo apresentados no embasamento teo6rico sdo o do
escalonamento e o método da matriz inversa, ndo apresentam o método da Regra
de Cramer. Quanto ao PLT Algebra Linear e Geometria Analitica, o texto didatico
nao apresenta atividades propostas em relacdo ao contetudo de sistemas lineares,
por este motivo ndo foi inserido o quadro referente a quantidade de exercicios
propostos em relagdo ao livro em questéo.

e Kolman (1987)

Na apresentacdo do conteddo sistema linear apresenta apenas a
representacdo geomeétrica para o sistema linear 2x2, define esta representacao
geométrica de sistemas lineares 2x2 através de um exemplo de aplicacédo
mostrando as trés possibilidades das posicoes das retas no plano, sendo:
concorrentes (solugdo um Unico ponto), paralelas (sem solugdo) e coincidentes
(infinitas solucdes). Ndo apresenta a representacdo geométrica para sistemas
lineares 3x3, as possiveis posicdes dos planos. E interessante informar que o texto
didatico apresenta uma quantidade significativa de exercicios de aplicacao.

Apresenta-se o Quadro 5 com os tipos de representacdes utilizadas pelo livro
didatico em relacdo a quantidade de atividades propostas.

Quadro 5 — Quantidade de atividades propostas de Kolman (1987) em relacdo ao tipo de
representacdo

Linguagem natural
(interpretac&o em situacdes- Numérica Representacdo geométrica
problemas)

6 questdes
[15 até 18 (aplicagdo) pagina 7,

21 e 22 pagina 42]. N&o apresenta N&o apresenta

Matricial (matriz/sistema linear),

Representagdo algebrica (determinante/sistema linear)

38 questdes

[12 até 17 (matriz) e18 até 21 (aplicagao tedrica
matriz) pagina 18

1 ao 3 (matriz escalonamento) 4 até 7
(equivalentes) 8 até 20 (solugfes) 21 e 22
(aplicacéo) paginas 40, 41 e 42, 11 e 12 (matriz
inversa) pagina 54 e 20 até 23 (Regra de
Cramer) pagina 80].

27 questdes

[1 até 14 (eliminacdo) pagina 7

8 al4 paginas 41 e 42,11 e 12 pagina54,1e 2
pagina 57, 18 e 19 (sistemas homogéneos)
pagina 80].

Fonte: Elaborado pela autora, 2012
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Constatou-se pela andlise que apesar de mostrar no embasamento teorico a
representacdo geométrica de sistemas lineares 2x2, o livro ndo apresenta nas
atividades propostas questdes que abordam este tipo de resolucéo de sistema linear
na representacdo geométrica. E também dos métodos de resolucdo abordados,
apesar de expor o método da matriz inversa no embasamento tedrico, ndo solicita
atividades que solicitam este tipo de solugéo.

e Anton e Busby (2006)

Interessante salientar que, nas situagbes expostas ho embasamento tedrico,
Anton e Busby relacionaram a representacdo algébrica com a geométrica,
mostrando as possiveis posicoes das retas representadas nos sistemas lineares 2x2
e as possiveis posicées dos planos representados nos sistemas lineares 3x3,

conforme a Figura 7 extraida do livro:

A Y

oy

N

o Nenhuma solugdo Nenhuma solugdo Nenhuma solugio Uma infinidade de

h »
% (s planos paralelos, | | (doisplanos paralelos, | sem ntetsegio comum) solugdes (os trés planos
\\ x sem intersegdo comum) | | sem intersegdo comurm) coincidem, a Intersecao
5
3
3

comum é um plano)

Sem solucao ’
ALY
/ )
) . ) REE— Uma infinidade de Uma solugdo Nenhuma solucdo (dois | Uma infinidade de
Uma infinidade solucdes (3 intersecdo | (3 ntersecao comum planos comcidentes, solugdes (dois planos
de solucdes comum é uma reta) £um ponto) paralelos a0 terceiro, coincidem, a intersecao

(retas coincidentes)

= : sem ntersecdo comum] | | comum 6 uma reta
Figura 2.1.1 Figura 212

Figura 7 — Atividade que retrata a posicéo das retas e dos planos em relacéo a sistemas
lineares
Fonte: ANTON; BUSBY, 2006, p. 59 e 61.

Anton e Busby (2006) apresentam trés exemplos que resolve somente pelo
meétodo algébrico, fazendo um comentario sobre a solugcédo encontrada, mas deixa a
cargo dos leitores a representacdo geomeétrica, o tracado das retas definidas pelo
sistema linear e a visualizacdo da solugéo encontrada. Demonstram um sistema 3x3

somente em sua solucéo algébrica.
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Apresentam mais um exemplo do sistema linear 3x3, mostra toda a
representacdo algébrica necessaria a0 mesmo tempo em sistema linear e matriz
aumentada até encontrar a solugdo comum o ponto definido por trés coordenadas
(X, y, z) e comenta no final da resolucéo sobre a representacdo geométrica e que o
encontro dos trés planos definidos pelas equagOes lineares do sistema linear
intersecta em um Unico ponto (X, y, z) em RS,

Apresenta-se 0 Quadro 6 com os tipos de representacées mostradas pelo
livro didatico em relacdo a quantidade de atividades propostas.

Quadro 6 — Quantidade de atividades propostas por Anton e Busby (2006) em relacéo ao tipo
de representacao

Linguagem natural
(interpretagdo em situagdes- Numérica Representacdo geométrica
problemas)

16 questdes
[La6,9a16,31¢

20 gquestdes 32 vetor e 2 questdes

[27 a 30 pagina 66, 1 a 16 S [7 e 8 (representacéo gréafica) — pagina
4ginas 94 e 95] combinacéo péaginas 65]

pag ' 65, 66 e 67].

Matricial (matriz/sistema linear),

Representagao algebrica (determinante/sistema linear).

34 questdes 30 questdes
[21 a 54 péaginas 79, 80 e 81]. [17 a 26 pagina 66 e 1 a 20 paginas 78 e 79]

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A respeito da conversdo entre as representacdes algébrica e geométrica
apenas o livro Algebra Linear Contemporanea, de Anton e Busby, trata do
embasamento tedrico desta situacao. Os outros dois livros analisados ndo abordam
a representacao geometrica.

Assim, as iniciativas de relacionar o método algébrico e o geométrico os
textos didaticos ndo necessariamente o fazem, e quando o executam, os livros
desenvolvem de forma artificial, ou seja, sem aprofundar nas diferentes
representacfes matematicas. Normalmente o método mais utilizado nos textos

didaticos é o algébrico.




56

3.4 O uso das Tecnologias de Informac&do e Comunicagéo (TICs) no estudo de

sistemas lineares

Em relacdo aos registros de representacdo semidtica tornou-se necessario
para melhor visualizacdo das representacdes algébrica e geométrica trabalhar com
atividades que utilizam as TICs (software GeoGebra, VCN e Winplot). Seguem-se
algumas consideracbes a respeito desta importante ferramenta no ensino e
aprendizagem da matematica.

Demo (2008, 2009) entende como ambientes de aprendizagem oS que se
constroem em potencialidades de autonomia, considerando que o educando tenha a
capacidade de lidar com informacdo e conhecimento, saber pesquisar e elaborar,
ser capaz de postura cientifica e andlise metédica. Demo (2008) considera que as
TICs sdo importantes ambientes de aprendizagem podendo contribuir no processo
de formacao do conhecimento. Para o autor, o papel do professor € desafiar, propor
ao aluno buscar respostas, disponibilizando problemas mais desafiadores e
motivadores. O professor é considerado um aprendiz constante sempre em busca
do conhecimento para transmitir aos alunos para que aprendam também.

O computador, de acordo com Borba e Penteado (2010), ndo é a solugéo
para os problemas educacionais, mas pode transformar de forma positiva a prépria
pratica educativa. Cada vez mais a tecnologia informatizada interfere no mercado de
trabalho, e o estudante deve poder usufruir no momento atual da alfabetizacao
tecnologica. O computador deve estar inserido em atividades essenciais como
aprender, ler, escrever, compreender textos, entender graficos, contar, desenvolver
nocbes espaciais, etc. Por meio das midias, como os softwares graficos e
algébricos, os alunos experimentam pela aula pratica desenvolver a conversao entre
0S registros algébrico e geométrico adquirindo a oportunidade de compreender
melhor o objeto sistema linear e devido a desenvolver juntamente as duas
representacbes o aluno pode adquirir condicdo de distinguir o objeto de suas
representacbes. Os autores entendem necessario que o professor se atualize
constantemente, conhecendo bem as maquinas da sala de informatica a serem
utiizadas durante a aula, verificando a quantidade disponivel de maquinas
disponiveis para os alunos e a instalacdo dos softwares a serem utilizados. Apesar
do receio dos professores em trabalhar com as TICs, elas podem contribuir e muito

para melhorar suas aulas e através dessas insegurancas encontradas durante a
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7

experiéncia do uso das TICs é que o pesquisar pode melhorar as aulas e
consequentemente aprimorar o desenvolvimento das atividades.

Para D’Ambrosio (1998, 1999, 2003) a etnomatematica € alternativa
metodoldgica que trata das técnicas de ensinar, entender, explicar e lidar com o
ambiente natural, social e imaginario. Nesta perspectiva o professor é um orientador
preparando o0 aluno para pesquisar, buscando solucionar as situagbes das
atividades de forma participativa e ativa. Para o autor, a geracdo do conhecimento
matematico ndo pode ser desvinculada da tecnologia, ou seja, existe uma
associacao intima entre conhecimento x tecnologia. A sala de aula deve ser um
ambiente que proporciona transformar possibilidades no processo de adquirir
conhecimentos desenvolvendo a capacidade de resolve problemas, este
conhecimento pode ser obtido de varias maneiras e o professor condutor destas
informagdes que incentivam este conhecimento necessitando, portanto cada vez
mais da tecnologia. Deve haver uma vinculagdo entre a construcao teorica da
matematica e os softwares tecnoldgicos de forma a contribuir para o0 processo
ensino-aprendizagem. E fato de que cada vez mais se necessita desta tecnologia
que ja faz parte da vida do aluno fora da sala de aula. Assim, trazé-la para dentro da
sala de aula no sentido de relacionar conteidos mateméaticos com estas tecnologias
tornam as aulas mais interessantes e mais participativas. A realidade humana e o
pensamento matematico, acrescidos de pensamentos e experiéncias, interferem
positivamente no processo criativo. Através da bagagem que o aluno carrega com o
que ele aprimora conhecimentos matematicos ocorre a possibilidade da
etnomatematica, que conduz o professor a buscar novas estratégias de ensino para
incentivar a criatividade de forma a aplicar na propria realidade do aluno. Para a
etnomatematica todo conhecimento matematico é valido quando esta relacionado
com a realidade do aluno.

Para Demo (2008, 2009), as TICs podem contribuir de forma positiva
facilitando a compreensdao matematica, necessitando ao educador ndo somente
conhecimentos especificos de matematica, mas conhecer os softwares disponiveis
em que pode trabalhar de forma a ganhar tempo nos calculos contribuindo assim
para uma maior disponibilidade de andlise e interpretacdo matematica em que o
aluno escreve e raciocina sobre o que € observado durante a aprendizagem,
tornando as aulas mais atrativas e dindmicas. Contribuindo assim na exploracéo e

elaboracdo de conceitos de objetos matematicos como SL e experimentando novas
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formas de ensino-aprendizagem. O educador ndo deve ter receio de perder o
controle em relagdo as mudancas e deve aceitar as tecnologias, pois jamais elas
vao substituir o professor, pois € o agente principal que transforma a tecnologia em
aprendizagem. Ao discorrer sobre as TICs e educacdo, Demo (2008, 2009) destaca
ainda que os educadores podem aprimorar os modos de estudar, pesquisar e
elaborar construindo oportunidades de crescimento intelectual. Sdo inUmeras as
contribuicdes das TICs, dentre elas a oportunidade de novas alfabetizacdes, modos
mais situados de aprendizagem, motivacao e entusiasmo incluindo as interacdes,
em contraposicdo ao ensino tradicional, por vezes mondétono, desanimador e
formatador. A educacdo hoje exige cada vez mais interagir os conteddos
matematicos com 0sS processos praticos e tecnologicos. Ambientes que integram
tecnologias podem favorecer a construcdo da autonomia do aluno. A interacdo de
softwares computacionais relacionando a Algebra e a Geometria podera facilitar a
aprendizagem de sistemas lineares incentivando o aluno a investigar e estabelecer
relacbes entre dois tipos distintos de registros. As tecnologias podem trazer
oportunidades ampliadas de aprendizagem, menos centradas no professor dando
maior autonomia ao aluno que passa a ser colaborador ativo produzindo
conhecimento.

Borba e Penteado (2010, p.48) descrevem a importancia da informatica como

[...] uma nova extensao de memoaria, com diferencas qualitativas em relagéo
as outras tecnologias da inteligéncia e permite que a linearidade de
raciocinios seja desafiada por modos de pensar, baseados na simulacéo, na
experimentagdo e em uma “nova linguagem” que envolve escrita, oralidade,
imagens e comunicagao instantanea.

Utilizando as TICs o professor pode se deparar com situacdes inesperadas,
portanto é necessario que a aula seja bem preparada e que o professor conheca
bem os softwares a serem utilizados. Qualquer duvida inesperada surgida em que o
professor ndo consiga solucionar de imediato deve primeiramente investigar para
obter maior seguranca na busca da solucdo procurada. Estas davidas podem surgir
em relacdo a falta de conhecimento em relacdo ao software e na preparacdo do
conteudo.

D’Ambrosio (1998, 1999, 2003) afirma que apesar de alguns matematicos se
interessarem por somente régua e compasso na resolucdo de problemas de
geometria, € através da incorporacdo da tecnologia disponivel que se dara o

desenvolvimento da matematica. Afirma que a sociedade repleta de tecnologia
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requer da matematica que o aluno lide com a evolugdo de forma a adequar a
matematica a tecnologia, auxiliando na aprendizagem do aluno. As mudancgas
tecnolégicas exigem do professor mudancas no sentido de adquirir novas
competéncias, em buscar saberes e habilidades, aplicando o saber e a habilidade
adquiridos com o objetivo de facilitar a aprendizagem, buscando alternativas no
sentido de obter o conhecimento dos alunos possibilitando o processo ensino-
aprendizagem. Para D’Ambrosio (1998, 1999, 2003) conhecimento e comportamento
sao resultantes de estimulos dos individuos e organizados intelectualmente sobre o
que se sabe e 0 que se faz, organizados no encontro com outros individuos, séo
transmitidos e difundidos. O ensino atual de matematica, o tradicional, ativa o
desinteresse dos alunos, pois ocorre de forma desinteressante e obsoleta e que
pouco ajuda no dia-a-dia. As situacdes reais devem estar inseridas dentro do ensino
de matematica de acordo com D’Ambrosio (1998, 1999, 2003).

A escolha dos softwares foi feita devido principalmente a serem free de facil
acesso nao apresentaram dificuldades de instalacdo no laboratério de informéatica.
Inclusive foram verificados outros softwares como Matlab, Mapple e outros, mas
devido ao interesse da pesquisa em tratar do conteudo sistemas lineares, verifica-se
que os softwares Geogebra (visualizacdo das representacdes algébrica e
geométrica para SL de 2 equacBes e 2 incognitas), Winplot (representacdo
geométrica para SL de 3 equacdes e 3 incognitas) e VCN (representacao algébrica

para SL de 2 equacdes e 2 incognitas e também 3 equacdes e 3 incognitas) e VCN
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4 METODOLOGIA

Este capitulo tem por finalidade expor a forma como esta pesquisa foi
conduzida em relac@o aos procedimentos metodoldgicos. Apresentam-se 0 contexto
da pesquisa, 0s sujeitos e o desenvolvimento da pesquisa com procedimentos

metodoldgicos, estudo piloto, estudo principal e questionario de pesquisa.

4.1 O contexto da pesquisa

Considera-se importante nesta etapa destacar a escola e os alunos,
buscando mostrar de forma clara a situacdo em que a pesquisa foi feita, além de
evidéncias em consideracao aos registros de representacdo semiética utilizados no
processo ensino-aprendizagem de sistemas lineares (SL). Observagdes foram feitas
em relacdo a experiéncia direta desenvolvida na escola e observando o principal

interessado neste processo, o aluno.

4.1.1A escola

A pesquisa foi realizada em uma faculdade particular de Belo Horizonte que
oferece duas modalidades de graduacdo, presencial e a distancia. Sdo ofertados
cursos nas areas de exatas, humanas, salude e tecnologias de trabalho como:
Administracdo, Ciéncias Contabeis, Quimica, Sistema de Informacdo e
Comunicacéao Social — Relacfes Publicas.

Os candidatos que ingressam na Faculdade séo selecionados pelo Vestibular
gque para ingresso no ensino superior nos termos do art. 44, inciso Il da Lei 9394/96
(Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo — LDB), da Portaria MEC 391/2002, e da
Portaria Normativa MEC 40/2007, ambas do Ministério da Educacdo (MEC). E
constituido de um Concurso Principal e de um Processo Seletivo Continuado com a
realizacdo de provas Objetiva e de Redacdo, conforme o numero de vagas
disponiveis. O candidato pode optar pela andlise do seu historico escolar do ensino
médio em substituicdo a Prova Objetiva, valendo, neste caso, para sua classificacao,
0 maior numero de pontos obtidos entre a média do histérico e a Prova Obijetiva, se

for o caso. O candidato também pode, igualmente, optar pela entrega do
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comprovante legal das notas do ENEM (Exame Nacional de Ensino Médio) em
substituicdo a Prova Obijetiva e/ou a Prova de Redacao, valendo, neste caso, para
sua classificacdo, o maior niumero de pontos obtidos entre o ENEM e os deste

Processo Seletivo.

4.1.2 Os sujeitos de pesquisa

Os patrticipantes na realizacdo da pesquisa foram 64 alunos do curso de
Sistema de Informacdo, 7° periodo, do horério noturno da disciplina Geometria
Analitica e Algebra Linear, e de duas turmas do 6° periodo da disciplina Matematica
Aplicada Il (turno manha e noite), sendo o numero de alunos do turno da manha com
namero reduzido, facilitando para que cada aluno ou dupla de aluno pudesse utilizar
um microcomputador (total = 89, mas nem todos sofreram analise). Os laboratorios
contam com 30 microcomputadores em salas amplas e com ar condicionado.

Os sujeitos escolhidos para a pesquisa foram selecionados devido a trés
critérios: (1) acessibilidade da pesquisadora que leciona o conteudo que aborda SL
para essas turmas, inclusive interesse em trabalhar ao mesmo tempo o estudo da
algebra e da geometria de forma a contribuir para uma melhor qualidade no
processo ensino-aprendizagem, (2) por serem estudantes na etapa final do curso e
ja terem tido contato no ensino fundamental e médio do conteudo SL e finalmente
(3) por ter interesse em verificar se o0 conteldo SL através desta proposta pode
facilitar a aprendizagem dos alunos.

As turmas eram bastante heterogéneas, com alunos diferenciados em relacao
aos conhecimentos prévios de Matematica, sendo a maioria procedente de escolas
publicas, da rede estadual e municipal.

Apresentou-se interesse em desenvolver atividades em que os alunos
participassem ativamente do processo ensino-aprendizagem, deduzindo férmulas,
verificando solugbes encontradas anteriormente e aprimorando conhecimentos
matematicos e computacionais, ou seja, tendo como principal objetivo verificar se o
uso da tecnologia computacional interfere no processo ensino/aprendizagem.

Todos os alunos das trés turmas consideradas nesta pesquisa que
participaram do estudo concederam o consentimento para a realizagdo da pesquisa
em relacdo a utilizacdo dos dados coletados no desenvolvimento com a condi¢édo de

assegurar o sigilo dos participantes, ou seja, o anonimato. As duplas e o0s
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participantes da pesquisa foram denominados como D1, D2, D3 [...] e ainda Al, A2,
[...] significando D = dupla e A = aluno, garantindo, assim o anonimato dos
participantes, sendo que a preferéncia da pesquisa se situou na execucdo das

atividades em dupla, mas com opcao de fazé-las individualmente.

4.2 Desenvolvimento da pesquisa

Buscou-se responder:

e O uso de diferentes registros de representacdo semidtica em matematica
pode facilitar a aprendizagem de sistemas lineares?

e O uso das TICs favorecendo a interligacdo da &lgebra e da geometria
pode facilitar a aprendizagem de sistemas lineares?

Foi desenvolvida uma pesquisa diagnéstica na metodologia empirica
qualitativa, procurando verificar no estudo de sistemas lineares se o0 uso de
diferentes registros e o uso das TICs, contribuindo no processo do tratamento e da
conversdo entre registros algébricos e geométricos, poderia facilitar o processo
ensino-aprendizagem com o interesse ndo somente nos resultados obtidos, mas no
processo de desenvolvimento das atividades.

As analises foram norteadas segundo o0s registros de representacdo semiodtica
de Raymond Duval, aprofundando o conhecimento sobre o assunto e principalmente
como as transformacdes entre o0s registros de representacao interfeririam no estudo
do objeto sistema linear.

No sentido de ampliar as possibilidades de elaboracdo de uma sequéncia de
atividades para o estudo dos sistemas lineares, com uso de TICs, foram
desenvolvidas as seguintes etapas:

e Levantamento bibliografico das dissertacdes e teses que abordam o tema

geometria analitica, algebra linear e SL;

e Andlise da abordagem do conteudo em textos didaticos do ensino
fundamental, médio e superior, verificando a abordagem do objeto sistema
linear, considerando: os conteldos abordados e a abordagem em termos
de encadeamento de assuntos e da intencédo dos autores em incentivarem
a investigacao e o tipo de registros de representacdo empregados pelos

autores, tanto no texto expositivo quanto nos exercicios;
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e Estudo piloto, durante o 1° semestre de 2011, elaborando e testando
atividades envolvendo o conteudo de sistemas lineares e o uso dos
softwares GeoGebra, Winplot e VCN;

e Estudo principal, aplicando em 2012 uma sequéncia didatica reelaborada
a partir da analise dos resultados do estudo piloto, objetivando contribuir
com uma abordagem das representacdes algébrica e geométrica com o
uso dos softwares GeoGebra, Winplot e VCN;

No processo ensino e aprendizagem de sistema linear foram considerados os
seguintes instrumentos de coleta de dados: pesquisa documental e bibliografica
relacionadas ao tema de estudo, analise das atividades desenvolvidas e
encaminhadas pelos alunos para um e-mail especifico, questionario entregue
constituido por uma série ordenada de perguntas direcionadas as atividades
desenvolvidas, gravacdes das aulas de laboratorio.

Os dados coletados foram analisados de forma descritiva sendo que 0s
resultados foram considerados a partir do foco de construcdo das atividades,
buscando identificar aspectos que diferenciam a atividade didatica desenvolvida da
considerada aula tradicional, o estudo do objeto sistema linear foi abordado de forma
a desenvolver uma série de atividades utilizando o tratamento e a conversao entre
0s registros algébricos e geométricos, preocupando com o desenvolvimento das
atividades e ndo com o resultado obtido, verificando como que as transformacdes de
conversdo e tratamento interferem no processo ensino-aprendizagem do objeto

sistema linear.

4.2.1 Estudo piloto

O Estudo Piloto foi realizado durante o 1° semestre de 2011 em apenas uma
turma de 64 alunos do 7° periodo do curso de sistema de informacdo do contetdo
de Geometria Analitica e Algebra Linear, em um total de quatro aulas por semana
durante dois dias, sendo, portanto, duas aulas por dia.

As atividades foram realizadas em dupla e individualmente, tendo como
principal objetivo o de verificar a receptividade dos alunos em relagéo as atividades
propostas, com a inclusdo de atividades desenvolvidas com o software GeoGebra e,

portanto, a necessidade do uso das TICs.
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Foram cinco tarefas aplicadas em sala de aula, sendo consideradas como
Atividade 1. Resgatando idéias sobre sistemas lineares de 2 equacdes e 2
incognitas e mais duas atividades a serem resolvidas em casa consideradas
complementares. As atividades do estudo piloto foram colocadas no Apéndice 1.

As atividades foram realizadas em trés encontros, sendo o primeiro o
desenvolvimento das 3 primeiras tarefas da atividade 1, o segundo encontro as 2
tarefas que faltavam para concluir a atividade 1 e distribuimos a atividade
complementar, e o terceiro encontro foi a sistematizacdo, em que o0s alunos
colocaram suas posi¢cdes sobre o tempo utilizado e as dificuldades encontradas.

Foram recolhidas as atividades da seguinte forma: os alunos, ao término das
atividades, no mesmo dia encaminharam-nas para um e-mail especifico e foram
salvas em pastas criadas (total 37 pastas) com os nomes de cada dupla.

Utilizando o software GeoGebra, nas atividades os alunos utilizaram as duas
janelas, a algébrica e a geométrica, facilitando assim o estudo do contetdo.

Das 37 pastas analisadas em relacdo a tarefa 1 da atividade 1 (a dupla
ordenada de numeros reais (2,2) é solucdo da equacdo linear 2x+3y=10.)
apresentando como resultado que o ponto (2,2) € solu¢cdo da equacao linear e
definindo outros pontos que também sdo e ndo sdo solugdo da equacdo linear, o
Gréfico 1 contém os resultados desta questéo:

Fez atividade

Falou que a equacdo define uma reta
Escreveu que o ponto pertence a reta
Justificou (substituindo o ponto dado)
Definiu outros pontos

Definiu pontos que pertencem areta

Definiu pontos que ndo pertencem a reta

Justificou (substituindo outros pontos)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Endo Wsim

Gréafico 1 — Resultado da tarefa 1 da Atividade 1 do Estudo Piloto
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
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Pode-se observar que duas duplas néo fizeram a tarefa. Pelo Gréfico 1, 35
alunos fizeram a tarefa sendo que a maioria nao definiu que a equagéao linear era
uma reta. A mesma quantidade de alunos (50%) concluiu ou ndo que o ponto dado
pertencia a reta, mas a maioria dos alunos nao justificou, substituindo x e y no ponto
dado.

A maior parte dos alunos mostrou outros pontos que pertenciam ou nao a
reta, mas também a maioria ndo justificou que aqueles pontos encontrados
(substituindo suas coordenadas) pertenciam ou ndo a reta definida pela equacéo
linear.

Em relacdo a tarefa 2 letra (a) da atividade 1 sendo: o sistema

) 2X—-y =5 ~
linear . apresentando como solu¢cdo o ponto x = 4 e y = 3 sendo
X+y =

classificado como sistema possivel e determinado. No Gréfico 2 foram mostrados as

observacdes feitas em relacdo a execucao da tarefa:

Fez a atividade

Definiu a solugdo (4,3)

Classificou corretamente o sistema

0 5 10 15 20 25 30 35 40

mndo Wsim

Gréfico 2 — Resultado da tarefa 2 letra (a) da atividade 1 do Estudo Piloto
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Apenas duas duplas do total de 37 alunos néo fizeram a tarefa e interessante
considerar que metade da turma definiu a solucéo (4,3) do sistema linear e também
50% classificaram corretamente o sistema linear.

Trés duplas confundiram sistema com equacdo e 3 duplas consideraram a
classificagdo do sistema linear como sistema determinado e ndo como sistema

possivel determinado.
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X+2y =5

Em relagcdo ao sistema linear da tarefa 2 tarefa (b) , Cujo
2x+4y =10

objetivo era que o aluno verificasse que as equacdes lineares definem duas retas
coincidentes, portanto o sistema apresenta varias solugdes e € classificado como
sistema possivel indeterminado. O Gréafico 3 mostra a situacdo da tarefa em

guestao.

Fez a atividade

definiu retas coincidentes (infinitas
solucdes)

Classificou comretamente o sistema

0 5 10 15 20 25 30 35

Endo Esim

Grafico 3 — Resultado da tarefa 2 letra (b) da atividade 1 do Estudo Piloto
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Analisando o Grafico 3, conclui-se que a maior parte da turma definiu as
retas como coincidentes ou que apresentam infinitas solu¢cdes. Em relacdo a
classificagdo, aproximadamente metade da turma considerou corretamente que o
sistema € possivel indeterminado.

Duas duplas confundiram equacéao linear com sistema linear e uma dupla néo
colocou a palavra possivel na classificacdo do sistema linear.
X+y=5

-X-y =2
€ definida por duas retas paralelas, o sistema € classificado como impossivel
(GRAFICO 4).

Na letra ¢ da tarefa 2, cujo sistema € definido por: { e cuja solucao
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fez a atividade

definiu que ndo apresenta solucdo
(retas paralelas)

H ndo

msim

classificou corretamente o SL

0 10 20 30 40

Gréfico 4 — Resultado da tarefa 2 letra (¢) da atividade 1 do Estudo Piloto
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Pelo Gréfico 4 observa-se que apenas 3 duplas ndo fizeram esta atividade e
dos demais 34, a maioria definiu que o SL ndo apresentava solucdo e também
classificava o sistema corretamente, apesar de que a quantidade de duplas que néo
classificaram o sistema linear corretamente é bastante consideravel, quase a
metade.

Em relacdo a atividade 1 tarefa 3, mostra-se no Grafico 5 a interpretacao da

atividade graficamente.

Fez(a)

Fez (a,b,c)

definiu a solugdo (o ponto) (a)
criou a reta que intercepta em um..

mostrou que ndo existe solucdo (b)

criou a reta paralela (b)

mostrou os pontos solugdo ©

criou a reta coincidente ©

0 5 10 15 20 25 30 35 40

mndo Wsim

Gréafico 5 — Resultado da tarefa 3 da atividade 1 do Estudo Piloto
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Foi interessante observar que mesmo os alunos trabalhando com as duas
janelas abertas (algébrica e geométrica), ndo foram capazes de necessariamente de
executar a tarefa solicitada. Em relacdo a tarefa 3 da atividade 1 em que os alunos
deviam criar as retas solicitadas em relacdo a reta dada y = 2x + 4, construir uma
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reta na letra (a) que corte a reta dada em um ponto, na letra (b) uma reta paralela a
reta dada e na letra (c) uma reta coincidente a reta dada. Apesar de a tarefa
especificar que as retas construidas baseiam-se na reta dada y = 2x + 4, a dupla D1
realizou a construcéo da reta (c) paralela a reta (b) e ndo paralela a reta (a). E outras
duplas também fizeram a mesma coisa, interpretando equivocamente a tarefa 3.

A Figura 8 ilustra a forma como a dupla D1 realizou a construcao das retas.

\ 6+ / B) Os coeficientes angulares das retas A e B sdo contrarios um ao outro.
N\ / C) Sim, é possivel

7/ D)y = 2x +4

/ 2y = -3x +6

O Y y =2x+4
2y = -3x -6

Vi y =2x+4
/ 2y =4x+8

4 _15\ 0 2 ) Solucbes® 8 10 12 14 16
Entre retas A e B (3/10, 157/50)

Entre retas Ae C (-2, 0)

/‘ N Entre retas A e D existe N solugdes

/ | .

Figura 8 - Forma pela qual a dupla D1 realizou a construcéo das retas no Estudo Piloto
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

De inicio, os alunos apresentaram dificuldades em entender o que as
atividades estavam propondo e 0 passo a passo dos itens das atividades, além de
inseguranca no modo como deveriam escrever sobre os resultados obtidos.
Perguntas foram surgindo: (i) como inserir a caixa de texto para escrever o0 que
estavam observando durante as atividades? e (ii)) como inserir na tela do software a
equacao linear?

Apesar das dificuldades apresentadas, a atividade foi aceita de forma positiva
pelos alunos, que colocaram depois das tarefas realizadas algumas observacdes
gue foram consideradas para melhorar a atividade principal como, por exemplo, a
necessidade do aumento do tempo disponivel para as atividades e a inclusédo da
atividade resgate das aprendizagens anteriores sobre sistemas lineares, revendo as
classificagOes dos sistemas lineares.

Com a atividade piloto verificou-se a necessidade de incluir uma atividade
como resgate dos estudos anteriores sobre sistemas lineares:

- Nomeou-se a atividade principal de atividade 1.
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- Manteve-se a atividade 1 da atividade piloto nomeando-a como atividade 2.

- Foram acrescentadas atividades abordando matrizes nomeando atividade 3
na solugcdo de sistemas lineares, inclusive na tarefa 1, utilizando outro
software, que desenvolve célculos algébricos.

- Escolheu-se o VCN apods estudos de alguns softwares disponiveis no
mercado, conciliando, assim, as representacfes geométrica (GeoGebra) e
algébrica (VCN).

- Acrescentada também a tarefa 4, que aborda a obtencdo da solugéo pelo
meétodo de inversdo da matriz dos coeficientes (matriz inversa) e

- Acrescentada a tarefa 5 pelo método da Regra de Cramer.

- Melhoradas as atividades complementares (atividade 4) com as tarefas 3 (3.1)
e (3.2), em que o aluno deve inicialmente entender o problema para montar o
sistema linear.

- Finalmente, foram ampliadas as atividades para sistemas lineares de 3
equacdes e 3 incognitas ou mais atividades: 5 (T1, T2, T3, T4), 6 (T1, T2, T3)
e 7 complementares (T1, T2, T3, T4 e T5).

Verificou-se que o tempo em que foi feita a coleta de dados da atividade piloto

foi insuficiente para obter os resultados esperados e, assim, considerou-se a

necessidade de rever o tempo disponivel para a aplicacdo das atividades, inclusive

devido a um numero maior de atividades de sistemas lineares 2x2, incluindo também

atividades envolvendo SL 3x3 na atividade principal.

4.2.2 Estudo principal

O estudo principal foi desenvolvido em trés turmas, sendo duas do 6° periodo
com a disciplina Matemética Aplicada Il, uma do turno da manha com 26 alunos, e
outra do noturno com 63 alunos, sendo 3 aulas administradas em um Unico dia para
cada turma e outra turma do 7° periodo da disciplina Geometria Analitica e Algebra
Linear no noturno com 71 alunos, sendo 4 aulas por semana, dois encontros de 2
aulas por dia. Apesar de serem periodos diferentes o contetudo das disciplinas era o
mesmo a administrar, foram abordados primeiramente matriz, determinante e
sistema linear e a seguir vetores.

O cronograma da aplicacao das atividades encontra-se no Quadro 7:



Quadro 7 — Cronograma de aplicacdo das atividades em 2012

Ndmero

Semana | Atividade Objetivo geral de tarefas Uso de TICs
Resgatar idéias sobre SL de 2 equacgdes
29/8 a 2/9 1 e 2 incégnitas (Métodos da substituicao, 1 N&ao
da adicdo e da comparacéao
5/9 2 9/9 Utilizar o software GeoGebra para
2 investigar SL de 2 equacdes e 2 3 Sim(GeoGebra)
Turma DN
incognitas
3 Solucionar SL 2x2 através de uma 5 (S;'g((\;/gb'\:a(;
12/9 a abordagem matricial
16/9 Aprofundar nos estudos de SL 2x2 .
4 (atividade complementar) 3 gzggb’\:a?
19/9 a Sim(VCN e
3/9 5 Estudar SL 3x3 4 Winplot)
6 Solucionar SL 3x3 através de uma \?\I/m(\I/oCt)N €
26/9 a abordagem matricial 3 P
30/9 Aprofundar nos estudos de SL 3x3 Sim(VCN e
7 (atividade complementar) Winplot)

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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A pesquisa apresentou como objetivo principal investigar sobre as atividades

propostas desenvolvidas, se podem facilitar o processo ensino-aprendizagem de SL.

Defende-se neste estudo que as TICs podem contribuir no processo formativo

como instrumento para a constru¢ao do conhecimento interagindo teoria e pratica.

Defende-se, também, que o conhecimento e a tecnologia devem interagir de

forma a preparar o aluno a criar autonomia para resolver situacées-problema para

alcancar a aprendizagem significativa. llustra-se o processo do conhecimento na

visdo da autora pelo diagrama da Figura 9.

( #ociedadé)

@ / . educador )

Figura 9 — Ciclo do processo formativo educacional
Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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O ciclo ocorre comecando pela sociedade que demanda, devido a
necessidade de crescimento, o desenvolvimento e a utilizagdo das tecnologias.
Consequentemente o educador, para se manter inserido nesse processo de avancgo
tecnoldgico, devera aprimorar e utilizar destas tecnologias. O educador tem o papel
de dar condi¢cdes aos alunos de desenvolver em habilidades com oportunidade de
aprender, para que essas habilidades sejam necessérias para sua integracdo na
sociedade tecnologizada. Pelo ensino de sistemas lineares utilizando os softwares
matematicos GeoGebra, Winplot e VCN, pretendeu-se viabilizar que os alunos
estabelecessem a relacdo da algebra com a geometria, objetivando maior
compreensao.

Com a contribuicdo das TICs, ferramentas poderosas utilizadas no ensino
matematico, podem ocorrer maior integracdo entre a teoria de SL e a pratica
educativa, influenciando positivamente no ensino-aprendizagem deste objeto
matematico sistema linear de forma a ndo confundir este objeto SL com suas
representacdes algébrica e geométrica.

A Figura 10 apresenta o que se pretendeu neste estudo em relacdo as
relacbes estabelecidas com o objetivo de facilitar o entendimento de sistemas

lineares.

EN
7 N\

I Geometria |

Sistemas
LIneares

Figura 10 — Ciclo da relacdo da geometria e da algebra através das TICs
Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A Figura 10 retrata a dinamica abordada no desenvolvimento da pesquisa. Os
alunos, pela utilizacado das TICs como recurso no ensino do objeto sistema linear,

foram solicitados a relacionar a resolucéo algébrica e a geométrica e a assimilar com
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significado o conteudo referente a sistemas lineares, validando durante os céalculos
algébricos a consisténcia das constru¢cdes geométricas e das construcdes
geomeétricas a execucao dos calculos algébricos.

As TICs, portanto, podem ser consideradas midias de interacdo entre a
adlgebra e a geometria e o professor o mediador do processo ensino e
aprendizagem. O aluno é o maior beneficiado com as TICs, pois através da
visualizacado dos softwares matematicos podera ndo mais confundir o objeto sistema
linear com suas representacdes algébrica ou grafica.

Foram apresentadas as sete atividades sobre sistemas lineares com seus
respectivos objetivos, descrevendo as intengbes, as ideias e as perspectivas de
cada atividade.

A atividade 1 teve como intencdo resgatar o que o aluno aprendeu
anteriormente sobre sistemas lineares, relembrando os conceitos e 0os métodos
existentes na resolugcdo de sistemas lineares sendo: substituicdo, adicdo e
comparacao e escrevendo detalhadamente sobre o que foi executado durante os
calculos algébricos (QUADRO 8):

Quadro 8 — Atividade 1 — Tarefa 1

Atividade 1: Resgatando idéias sobre sistemas lineares de 2 equag¢des e 2 incdgnitas

Vocé ja sabe que um sistema linear de duas equacdes e duas incégnitas € um conjunto de duas
equacdes lineares da forma:

Xx+by=c
(Sl) al ly 1
a,x+by=c,
Cada uma das equacdes do sistema é uma equacao linear. As incégnitas séo x e y e os valores ax e

b1 (a2 e b2) sdo numeros reais e sdo chamados coeficientes. O numero real ci1 (c2)é o termo
independente.

Uma dupla ordenada de nimeros reais («,/3)é solucdo de uma equacdo linear se satisfaz a
equacao, ou seja, se substituimos os valores X =« , Y = £ na equagdo obtemos uma identidade.

T1) Lembrando que vocés ja sabem como resolver sistemas lineares por trés métodos, vamos agora
recordar o método da substituicao, sendo dado o sistema:
{x —3y=-3 (1)

2x+y =8 (2)
Solugéo:
Pela equacéo linear (2), temos:
2x +y = 8, logo,
y=8-2x (3)
utilizando a equacéo linear (1), temos que:
XxX—3y=-3

substituindo y= 8 - 2x nesta equacao temos:
x — 3(8 — 2x) = - 3, desenvolvendo:
X—24+6x=-3
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Tx=-3+24

7x =21

x =21/7

X=3

Voltando na equacao linear (3):

y=8-2x

Parax =3

y=8-23

y=8-6

y=2

Portantox =3 ey =2

Podemos verificar que estes valores de x e y satisfazem cada uma das equaces lineares do sistema
linear dado.

Desenvolver este mesmo sistema pelos outros métodos que vocé ja conhece, escrevendo passo a
passo o procedimento utilizado:

1.1) Pelo método da adigao; 1.2) Pelo método da comparacao.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A atividade 2 foi elaborada com a finalidade de investigar sobre sistemas
lineares de 2 equacdes e 2 incognitas com o recurso do GeoGebra, estabelecer uma
conexdo entre dois tipos de representacdo algébrica e geométrica e finalmente
sistematizar a teoria estudada (QUADRO 9).

Quadro 9 — Atividade 2 - Delineamento

Atividade 2: Utilizando o software GeoGebra para investigar sistemas lineares com 2 equacdes
e 2 incognitas

O software matemaético GeoGebra reline geometria, algebra e célculo. De Geometria dindmica
permitindo realizar constru¢des que podem modificar dinamicamente. Podendo também inserir
equacdes e coordenadas diretamente. Tem a capacidade de trabalhar com varidveis. Nas duas
perspectivas sendo a geométrica e a algebra verifica-se a correspondéncia entre as duas janelas.
Obs: Todas as atividades devem ser salvas.

Salve as atividades como APJL_A2T1 colocando as iniciais da dupla, no exemplo, AP séo as iniciais
de Ana Paula e JL as iniciais de Jorge Luis e A2 (atividade 2) da T1 (tarefa 1).

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Pelo GeoGebra, a tarefa 1 da atividade 2 visou representar a equacao linear
dada, que apresenta duas variaveis x e y. Tendo como definicdo uma reta e com um
ponto dado, desejou-se verificar (1) se ele é solucdo da equacédo linear dada,
visualizando que o ponto pertence a reta, (2) definir outros pontos que pertencem e
nao pertencem a reta dada e, finalmente, (3) sistematizar o que foi observado. Com
essa atividade, o aluno pode ser capaz de compreender que um sistema linear é
composto por equacgdes lineares e que a solugcdo encontrada do sistema linear pode
ser conferida substituindo a solugcdo nas equacdes do sistema linear, sendo assim
solucéo de cada uma das equacdes do sistema.

O Quadro 10 apresenta a tarefa 1 da atividade 2.
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Quadro 10 — Atividade 2 — Tarefa 1

T1) A dupla ordenada de numeros reais (2,2) é solucdo da equacdo linear 2x+3y=10.

Para isso abra uma janela no GeoGebra, digite a equacéao e localize o ponto (2,2).

1.1) O que vocé observou?

1.2) Dé exemplos de outras solucbes da equacdo. A partir dos seus exemplos qual a conclusdo que
vocé chega?

Atencdo: Insira um texto usando a caixa de texto e registre por escrito suas respostas, explicando
como fez para chegar aos resultados.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Pretendeu-se com a tarefa 2 da atividade 2 relacionar as equacées lineares
(retas) do sistema linear com a representacdo geométrica e obter as solucoes,
inclusive verificando que a solucdo encontrada pela representacdo geométrica e a
representacdo algébrica apresentam a mesma solugéo e concluir a classificagdo dos
sistemas lineares dados: letras (a) concluir que as equacdes lineares que definem as
retas se encontram em um Unico ponto, definir as coordenados do ponto, no caso x=
4 ey = 3, obtendo a solucdo e a classificacao: possivel e determinado, (b) as retas
observadas quando digitadas na janela algébrica sdo coincidentes e colorindo as
retas de cores diferenciadas verifica-se suas sobreposi¢cfes, admitindo varias
solugcbes, quanto a letra, possivel indeterminado e (c) as retas definidas sédo
paralelas, ou seja, quando o aluno coloca a equacédo na forma y = hx + d verifica-se
qgue os coeficientes angulares (h) definidos das duas equacdes lineares sao iguais
ndo tendo solucdo, portanto ndo apresenta solucdo, impossivel. Diferenciar as
representacfes geométricas observadas durante a construcdo de cada tipo de
sistema linear, e finalmente escrever sobre o que foi observado durante o

desenvolvimento da atividade (QUADRO 11).
Quadro 11 — Atividade 2 — Tarefa 2

T2) As tarefas indicadas a seguir deverao ser realizadas para cada um dos sistemas lineares dados:
2X—-y =5 X+2y =5 X+y=5
(a) b (©)
+y=7 2x+4y =10 —X-y=2

2.1) Abra uma janela no GeoGebra e digite as equacdes do primeiro sistema letra a.

2.2) Salve o arquivo na forma do exemplo APJL_A2T2a em que, por exemplo, AP séo as inicias de
Ana Paula e JL as iniciais de Jorge Luis e A2 a atividade 2 sendo a tarefa 2 letra a.

2.3) Use cores distintas para representar cada equac¢éo. Para isso selecione a equacdo e com o
botéo direito do mouse selecione propriedades e defina uma cor.

2.4) Na janela de geometria vocé obteve duas retas para cada sistema linear. Analise as posi¢cées
das retas e registre suas conclusfes. Se necessario coloque as equagfes na formay = hx + d. Para
isso selecione a equacgéo e com o botéo direito do mouse selecione a forma desejada.

2.5) De acordo com suas observacdes o sistema (a) apresenta quantas solu¢des? Justifique usando
recursos algébricos e geométricos.

2.6) Como é classificado um sistema de duas equacfes e duas incognitas que apresenta esse
namero de solu¢cbes?

2.7) Resolva o que foi proposto nas tarefas T2.5 e T2.6 para os sistemas (b) e (c).
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Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de salvar
as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 3 da atividade 2 teve como finalidade relacionar a equacéao algébrica
apresentada y = 2x + 4 com outras equag0des algébricas criadas pelo aluno obtendo
a caracteristica do que cada atividade solicita, por exemplo, criar outra reta que
intercepta a reta dada em um Unico ponto (sistema possivel determinado), em varios
pontos (sistema possivel indeterminado) e em nenhum ponto (sistema impossivel),
verificar assim a atividade verifica se o aluno realmente entendeu as diferencas
existentes entre os trés tipos de classificagdo de sistemas lineares (sistema possivel
determinado, sistema possivel indeterminado e sistema impossivel) visualizando as
representacdes. algébrica e geométrica obtidas através de cada sistema linear
representado (QUADRO 12).

Quadro 12 — Atividade 2 — Tarefa 3

T3) Seja areta de equagdo y = 2x + 4:

3.1) Construa uma 22 reta que intercepte a reta dada em um sé ponto.

3.2) Construa uma 32 reta que seja paralela a reta dada. O que vocé observa sobre os
coeficientes angulares destas duas retas?

3.3) E possivel construir uma reta que seja coincidente com a reta dada?

3.4) Monte sistemas lineares combinando duas a duas as equacdes das retas dadas e obtidas
em (3.1), (3.2) e (3.3).

3.5) Use o GeoGebra para investigar os sistemas lineares de 2 equacdes e 2 incognitas
obtidos quanto ao nimero de solugdes.

Atencdo: Ndo se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de
salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Por meio da atividade 3 buscou-se investigar sobre sistemas lineares com o
recurso do VCN, estabelecer uma conexdo entre as equacdes algébricas
(representacao algébrica) de sistemas lineares e matriz inversa (método de inverséo
da matriz dos coeficientes) e também através dos determinantes (método da Regra
de Cramer), comparar a solucdo algébrica obtida através do VCN com a solucéo
geométrica do GeoGebra (representacdo geométrica) e finalmente sistematizar a
teoria estudada (QUADRO 13).

Quadro 13 — Atividade 3 — Delineamento da abordagem matricial

Atividade 3: Uma abordagem matricial na solu¢éo de sistemas lineares 2x2

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A intencdo da tarefa 1 da atividade 3 foi verificar como o software VCN

desenvolve (método de Gauss/escalonamento) até definir a solugédo, definir a
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solucdo algébrica no VCN dos sistemas definidos nas letras (a), (b) e (c), e
representar no software GeoGebra relacionando a solucdo algébrica VCN com a
representacdo geométrica no GeoGebra (QUADRO 14).

Quadro 14 — Atividade 3 — Tarefa 1

Um sistema linear de 2 equac®es e 2 incégnitas pode ser escrito na forma matricial AX = B, onde Axx2
€ a matriz dos coeficientes, X é a matriz coluna, no caso a matriz incégnita, e C a matriz dos termos
independentes.

Assim

SeA= [a;:bfl], X :[;]e B= [zl]

Temog
e c
e B

T1) Para verificar se um sistema € possivel podendo ser determinado ou indeterminado, ou
impossivel podemos utilizar um método conhecido como escalonamento.

Que consiste em efetuar algumas operagcfes como:

- Trocar de lugar duas equacdes do sistema;

- Multiplicar ou dividir os dois membros de uma equagéo do sistema por um mesmo numero diferente
de zero;

- Adicionar uma equagéo a outra, multiplicada por um namero diferente de zero.

Essas operacdes séo feitas de forma a obter um sistema de equacgdes lineares equivalente ao
primeiro em que na primeira equagdo aparecem as duas variaveis e na outra aparece uma Unica
variavel em que podemos calcular, substituindo na primeira encontramos o resultado da outra
variavel, este processo consta de reduzir o nimero de incégnitas.

Dados os sistemas:
a){x + 4y =100 | {—x —y =-100 ) {—x +y =—100
2x+ 3y =190 x+y=90 x+y =100

O VCN é um software matematico de céalculo numérico que oferece opgdes nas resolucdes de
matrizes e sistemas lineares através de varios métodos inclusive pelo método de escalonamento de
Gauss.

1.1)Utilizando o software VCN selecione sistemas lineares, sistemas lineares métodos diretos
(Gauss), marque execuc¢ao passo a passo e analise 0 que o programa faz para resolver cada sistema
linear anterior e classifique cada sistema dado.

1.2) Apos executar a solugéo algébrica no VCN, representar geometricamente no GeoGebra, abrir
uma janela de texto e escrever o que vocé entendeu na solucao algébrica obtida no VCN.

Atencdo: salvar cada atividade desenvolvida no VCN e também no GeoGebra.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 2 da atividade 3 procura relacionar produto de matriz (representacao
algébrica) com equac0Oes lineares (representacdo algébrica) definindo os sistemas
lineares e aprender a trabalhar com o seletor (variaveis) de forma que, através da
condicdo estipulada definida, obter no software GeoGebra o valor da variavel
solicitada (representacdo geométrica). Na atividade (2.1) definir (a) (parametro) de
forma que o sistema apresente retas paralelas, (2.2) definir (b) (parametro) de forma
que o sistema apresente retas coincidentes e (2.3) definir o (pardmetro) (c) de forma
que a solucéo do sistema seja um unico ponto (QUADRO 15).




Quadro 15 — Atividade 3 — Tarefa 2

T2) Estabeleca as equacdes lineares para cada um dos sistemas dados na forma matricial e a
seguir faca o que se pede utilizando o GeoGebra:

3 a x]_ 2 . x . .
2.1) [1 _1] [}, = [1] , determine o valor de a para que a solucdo do sistema seja

representada por duas retas paralelas.
Dica: vocé pode introduzir um parametro a = 1, por exemplo, e depois variar o valor de a
investigando o que se pede.

1 -1 2]_ 2 . ~ . .
2.2) [2 _2] [}_, = [b] , determine o valor de b para que a solucdo do sistema seja

representada por duas retas coincidentes.
2.3)[122 _Ci] [JI] = E] , determine o valor de ¢ para que a solucdo do sistema seja
representada por duas retas concorrentes, que se interceptam em apenas um Unico ponto.

Atencdo: N&do se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de
salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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Em relacdo a tarefa 3 da atividade 3 considerou-se que uma das a¢des que

se deve fazer durante a abordagem de um contetdo especifico no nosso caso SL é

buscar lembrar conceitos aprendidos anteriormente como no nosso caso produto de

matrizes aprendido, que consiste em substituir na equacdo dada Au = 3u a matriz A

e o vetor u de forma a desenvolver o que a atividade solicita, produto de matrizes Au

e também o produto de um namero por uma matriz 3u (representacdo algébrica) e

finalmente trabalhar com variaveis no GeoGebra (representacdo geométrica)

(QUADRO 16).

Quadro 16 — Atividade 3 — Tarefa 3

1 3]
4 —3r

x
3.1) Usando o software GeoGebra resolva o sistema linear Au = 3u onde u = [J]

T3) Seja A=

Obs: Estabeleca primeiramente as equacdes do sistema linear.
x
3.2) De que forma podem ser expressos todos os vetores u= [1] gue satisfazem o sistema do

namero (3.1)?

3.3) Digite a = 1 criando um seletor. Represente na forma de ponto, o vetor genérico
encontrado na letra (b), usando a no lugar da varidvel x ou y.

3.4) Faca variar a movendo o seletor. A resposta que vocé obteve na letra b esta correta?
Justifique.

Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacoes e de
salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 4 da atividade 3 (QUADRO 17) consistiu em desenvolver

algebricamente através da dica dada e encontrar como se define a matriz X,

obtendo: X = A'lB, portanto para encontrar a matriz X basta multiplicar a matriz
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inversa (calculada no GeoGebra — representacdo algébrica) pela matriz dada B
(produto desenvolvido no VCN — representacdo algébrica), lembrando que se a
matriz ndo apresentar inversa o sistema € impossivel. E representar através do
GeoGebra a solucdo encontrada (representacdo geométrica). Escrever sobre o que

foi observado durante a atividade.

Quadro 17 — Atividade 3 — Tarefa 4

T4) Vocé sabe que um sistema pode ser representado por matrizes por:

AX =B(1)

Se A é uma matriz inversivel para resolver (1) o que é possivel fazer?

Dica: Experimente multiplicar a esquerda o 1° membro e 0 2° membro da equacao pela matriz inversa
de A.

Agora vocé vai usar o software GeoGebra para verificar se é possivel resolver os seguintes sistemas
pelo método de inversdo da matriz dos coeficientes:

ena-|t Zlen=[]

3 4 2
oa-[} Jea- [l

Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de salvar
as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 5 da atividade 3 (QUADRO 18) procurou utilizar o GeoGebra para
determinar os valores dos determinantes, no caso, das matrizes A, Ax e Ay, dividir o
determinante de Ax pelo determinante de A encontrando o valor correspondente de X
e dividir o determinante de Ay pelo determinante de A encontrando o valor referente
a variavel y (representacao algébrica) e representar no GeoGebra o sistema linear
(representacdo geométrica). Escrever no GeoGebra aquilo que observou durante o

desenvolvimento da atividade.

Quadro 18 — Atividade 3 — Tarefa 5

T5) Se A é inversivel, o sistema AX = B pode ser resolvido pela matriz inversa e obtendo
X=A1B

Nesse caso, como determinante de A # 0 existe um outro método, conhecido como Regra de
Cramer.

Dado o sistema abaixo, conforme definicdo anterior:

X+by=c
(Sl) al ly 1
ax+by=c,
Se o sistema apresenta o determinante de A diferente de zero admite solucéo, logo temos
uma Unica solugao.

O método da Regra de Cramer define os valores de x e y através do quociente de
determinantes.

Sendo A = matriz incompleta

Ax a matriz que se obtém substituindo em A os coeficientes de x pelos termos independentes.
Ay a matriz que se obtém substituindo em A os coeficientes de y pelos termos independentes.
Entdo admite a seguinte solucdo pela regra de Cramer:
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_ detdy _ detdy
= gera ©Y 7T gera’

lembrando que det A #0

Utilizando o GeoGebra, resolva o sistema abaixo através da Regra de Cramer:
2X—-y =5
X+y=7

Atencédo: N&do se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de
salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A atividade 4 foi desenvolvida no sentido de aprofundar nas questdes sobre
sistemas lineares de 2 equacdes e 2 incognitas, através de questdes relacionadas a
pratica e também através de questdes com dificuldades maiores por exemplo com
fracdo, decimais e operacbes algébricas e como desafio um problema de 3
equacdes e 3 incognitas (2.4) (QUADRO 19).

Quadro 19 — Atividade 4 — Atividades complementares

Atividade 4: Atividades complementares: (a serem resolvidas em casa)

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 1 da atividade 4 envolveu aprofundar entre os diversos modos
algébricos de resolver sistemas lineares, escalonamento (Gauss) com o software
VCN, matriz inversa com o GeoGebra e Regra de Cramer com o GeoGebra de

sistemas lineares com 2 equacdes lineares e 2 incognitas (QUADRO 20).

Quadro 20 — Atividade 4 — Tarefa 1

T1) Resolver a tarefa 2 da atividade 3 por escalonamento sem o uso dos softwares.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 2 da atividade 4 (QUADRO 21) apresentou como objetivo
desenvolver uma maior quantidade de atividades de sistemas lineares 2x2 em que o
aluno deve fazer o algebrismo necesséario para que o sistema linear apresente as
duas variaveis das equacdes dadas organizadas na forma ax + by =c.

Como desafio, a atividade (2.4) é um sistema com 3 equacdes e 3 incognitas.
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Quadro 21 — Atividade 4 — Tarefa 2

T2)
2.1) Para cada sistema indique os métodos de resolugdo que vocé conhece.
2.2) Resolva cada um dos sistemas por um método, sem usar o GeoGebra.
2.3) Verifique as solucdes obtidas usando o GeoGebra.
Sxr—2y+1)l=x—8y+7
a) { ey _t

3 5

b I 2x+y=x4+4
) 2x+y=x+2y+1

IU,E_r — 25 +3=2
©) x—oy =-—2

2.4) Desafio: Como vocé resolveria este sistema?
x+y—z=-1
{ x—y—z=-1
—x+y—z=-1
Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacoes e de salvar
as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A importancia de relacionar a linguagem natural com a linguagem matematica
foi considerada na tarefa 3 da atividade 4 (QUADRO 22), ou seja, relacionar os
problemas propostos (3.1) e (3.2) com cada sistema linear a definir, entender o

enunciado do problema e encontrar os valores das variaveis x e y.

Quadro 22 — Atividade 4 — Tarefa 3

T3) Leia com atenc¢éo cada problema. Cada um deles pode ser modelado por um sistema de
equacdes lineares. Estabeleca o sistema modelo e resolva.

3.1) Um caminh&o-bau pode levar, no méximo, 58 caixas do tipo A ou B, de mesmo tamanho. Elas
tém, respectivamente, 56 kg e 72 kg. A carga maxima para esse caminhédo € de 3.840 kg em cada
viagem. Quantas caixas de cada tipo sdo transportadas por esse caminhdo, estando ele com a
capacidade maxima ocupada?

3.2) No estacionamento de um shopping ha 80 veiculos, entre carros e motos. Sabe-se também que
0 numero de rodas é igual a 260. Determine o niUmero de carros € motos.

Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacoes e de salvar
as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A atividade 5 foi desenvolvida no sentido de investigar sobre sistemas
lineares de 3 equacgdes e 3 incognitas com o recurso do Winplot, estabelecer uma
conexdo entre os dois tipos de representacdo algébrica (VCN) e geométrica

(Winplot) e finalmente sistematizar a teoria estudada (QUADRO 23).

Quadro 23 — Atividade 5 — Novas ideias SL 3x3

Atividade 5: Novas ideias sobre sistemas lineares de 3 equac¢des e 3 incégnitas

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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O aluno deveria inserir na tarefa 1 da atividade 5 através do software Winplot
a equacao algébrica e o software desenvolveria a solucdo geométrica, o aluno
deveria verificar se o ponto (2,2,1) era uma solucdo da equacéo linear 2x+3y-z=9
definida por um plano, mostrando a dependéncia do ponto e o plano e que este
ponto seria a solu¢cdo da equacdo dada e que ele ndo seria a Unica solucdo da
equacao linear, mostrando que existem outros pontos que sé&o e nao sao solucdes
da equacdao linear dada e finalmente sistematizar inserindo uma janela de texto no
Winplot o que foi observado (QUADRO 24).

Quadro 24 — Atividade 5 — Tarefa 1

Vocé j& sabe que um sistema linear de trés equacdes e trés incognitas é um conjunto de trés
equacdes lineares da forma:
ax + by +eoz=4d;
(52) [E-:x + by + oz =dy
3:2(.' + ba}" + CEZ = da
Cada uma das equagfes do sistema é uma equacao linear. As incognitas séo x, y e z e 0s
valores (ai, b1 e c1), (a2, b2 e c2) e (as,bs e c3) s@o numeros reais e sdo chamados coeficientes.
O ndmero real (d1), (d2) e (dz)é o termo independente.
Uma tripla ordenada de ntmeros reais (. 5, 7)é solucdo de uma equacdao linear se satisfaz a

equacdo, ou seja, se substituimos os valores X =« , Y =/ e z =y na equacdo obtemos
uma identidade.

O Winplot é um software geométrico que representa as duas perspectivas 2 e 3 dimensdes,
de facil manuseio e de facil instalagdo. Quanto ao VCN vocé j& trabalhou com este software
anteriormente nas atividades de sistemas lineares 2x2.

Vamos agora utilizar os softwares VCN e Winplot para investigar a solugdo de sistemas
lineares com 3 equacdes e 3 incognitas.

Obs: Todas as atividades executadas no VCN e Winplot devem ser salvas.

Salve as atividades como APJL_A5T1 colocando as iniciais da dupla, no exemplo, AP séo as
inicias de Ana Paula e JL as iniciais de Jorge Luis e A5 atividade 5, sendo a tarefa 1.

T1) A tripla ordenada de nimeros reais (2,2,1) € solugdo da equacéo linear 2x+3y-z = 9.

Para isso abra uma janela no Winplot,digite a equagédo explicita e localize o ponto (2,2,1).

1.1) O que vocé observou?

1.2) Dé exemplos de outras solu¢cbes da equacéo. A partir dos seus exemplos qual a
concluséo que vocé chega?

Vocé pode inserir um texto e escrever suas respostas, explicando como fez para chegar a
esse resultado, basta clicar em mouse texto e com o botéo direito do mouse clicar na tela e
aparecera o editar texto.

Importante: Nao se esqueca de salvar.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Por meio das equacfes algébricas dadas na tarefa 2 da atividade 5, o aluno
deveria desenvolver com a representacdo geométrica obtendo os planos definidos e
encontrar a solucdo e a classificacdo dos sistemas lineares dados. Diferenciar as
representacfes geométricas observadas durante a construcdo de cada tipo de
sistema linear. No caso da letra (a) o aluno deveria verificar que o primeiro plano

corta os outros 2 planos que sao coincidentes através de uma reta portanto o
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sistema linear é definido sendo possivel indeterminado, apresentando Vvarias
solugdes, quanto a letra (b) o sistema apresenta duas retas paralelas e uma terceira
cortando estas duas retas paralelas, portanto o sistema linear € impossivel, quanto a
letra (c) os 3 planos interceptam através de uma reta, portanto o sistema linear é
possivel indeterminado, na letra (d) os planos interceptam de 2 em 2 através de uma
reta, portanto o sistema é impossivel e finalmente na letra (e) os 3 planos
interceptam em um Unico ponto entdo definindo o sistema linear como possivel
determinado apresentando como solugcéo o ponto (-2, 3, 0). O aluno deveria fazer
uma conexao entre as duas representacbes desenvolvidas sendo a do Winplot
(representacdo geométrica) e a do VCN (representacdo algébrica) e finalmente

sistematizar a solucao encontrada (QUADRO 25).

Quadro 25 — Atividade 5 — Tarefa 2

T2) As tarefas indicadas a seguir deverdo ser realizadas para cada um dos sistemas lineares dados:

x+y+z=1 x+y—z=1 xty+z=1
(@i2x+2y—2z=2 (b)j2x+2y—2z =3 (¢)y2x—¥y+z =3
4x + 4y — 4z =4 4x + 4y —z =4 dx +y+3z=7

r+y—3z=1 r+2y—3z=4

(d)15x+2}-‘+z=2 (€){2x + 3y +4z =5

Qx +3y+3z =23 4y + 7y —z =13
2.1) Abra uma janela no VCN, e em sistemas lineares, entre em sistemas lineares — método direto e
digite uma nova matriz chamada A cujo tamanho seja 3x3 com as coordenadas de X, y e z.
2.2) Na mesma tela crie uma nova matriz chamada de B cujo tamanho seja 3x1 com o0s termos
independentes.
2.3) Marque a opgédo passo a passo e solicite para que o software VCN resolva o sistema através do
icone calcule, repita até obter a solucao do sistema e anote o que vocé observou.
2.4) Abra uma janela 3-dim no Winplot, e crie um novo arquivo Salve o arquivo na forma do exemplo
APJL_A5T1la em que, por exemplo, AP séo as inicias de Ana Paula e JL as iniciais de Jorge Luis e
A5 a atividade 5 sendo a tarefa 1 letra a.
2.5) Digite as equac0es explicitas (isolando z) aparecera o 1° plano obtido da 12 equagéo, clique em
cima da equacéo e insere a equacao na tela, clique em dupl e duplique a equacéo, logo depois clique
em editar e muda a equacéo de acordo com a 22 equacdo (repita este procedimento para a 32
equacao). Vocé vai visualizar os trés planos do sistema linear calculado anteriormente no Winplot.
2.6) Use as setas (para cima), (para baixo) e (para os lados) para girar e visualizar melhor os 3 planos
e também as teclas (pgup) e (pgdn).
2.7) Observe o que apareceu nas janelas de geometria (Winplot) e algébrica (VCN). Registre suas
observacgfes inserindo uma janela de texto noWinplot, basta clicar com o bot&o direito do mouse e
aparece na tela editar texto.
2.8) De acordo com suas observacdes os sistemas apresentam quantas solu¢bes? Justifique.
2.9) Como é classificado um sistema de trés equacdes e trés incognitas que apresenta esse nimero
de solucdes? Determine também as posicées dos planos criados noWinplot.
Importante: Nao se esqueca de inserir uma janela de texto no Winplot para registrar suas
observacfes e de salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Em relacdo a equacao algébrica do plano apresentada 2x + y - z = 1 com
outras equacdes algébricas na tarefa 3 da atividade 5 apresenta como objetivo obter

a caracteristica do que cada atividade solicita, por exemplo, criar outro plano que
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intercepta o plano dado através de uma reta, visualizando as representacdes
algébrica (VCN) e geométrica (Winplot) obtidas através de cada sistema linear
representado (QUADRO 26).

Quadro 26 — Atividade 5 — Tarefa 3

T3) Sejaoplano2x +y-z=1.

3.1) Construa um 2° plano que intercepte o plano dado em uma reta.

3.2) Construa um 3°plano que seja paralelo ao 1° plano.

3.3) E possivel construir um plano que seja coincidente com o plano dado? O que vocé observa a
respeito dos coeficientes de X, y, z e do termo independente em relacdo ao plano dado?

3.4) Monte sistemas lineares combinando duas equacdes do plano dado e dos planos obtidos em
(3.1), (3.2) e (3.3).

3.5) Use 0 VCN e o Winplot para investigar esses sistemas quanto ao nimero de solucdes.
Importante: Nao se esqueca de inserir uma janela uma janela de texto no Winplot para registrar suas
observacfes e de salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

De acordo com as equacfes algébricas apresentadas da tarefa 4 da atividade
5 os alunos deveriam criar outras equacgdes algébricas obtendo a caracteristica do
gue cada atividade esta solicitando, verificar assim se o aluno realmente entendeu
as diferencas existentes entre os trés tipos de classificacdo de sistemas lineares
(sistema possivel determinado, sistema possivel indeterminado e sistema
impossivel). Visualizando as representacfes algébrica (VCN) e geométrica (Winplot)

obtidas através de cada sistema linear representado (QUADRO 27).

Quadro 27 — Atividade 5 — Tarefa 4

T4) Completar com equacdes lineares de forma a obter sistemas lineares que satisfazem a condi¢éo
especificada:

4.1) O sistema é representado por trés planos paralelos:

xt+y—z=1

4.2) O sistema é representado através de dois planos coincidentes e um plano paralelo aos outros
dois dados.
fxt+y—z=1

dx+dy—4dz =7
4.3) O sistema representa trés planos coincidentes.
x+y—z=1

.

Importante: Nao se esqueca de inserir uma janela de texto no Winplot para registrar suas
observaces e de salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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A atividade 6 apresentou como obijetivo investigar sobre sistemas lineares de
3 equacgdes e 3 varidveis com o recurso do VCN, estabelecer uma conexao entre as
equacdes algébricas (representacdo algébrica) de sistemas lineares e representacéo
matricial (representacéo algébrica), comparar a solucdo algébrica obtida através do
VCN com a solugdo geométrica do Winplot (representacdo geométrica) e finalmente
sistematizar a teoria estudada (QUADRO 28).

Quadro 28 — Atividade 6 — Abordagem matricial na solucdo SL 3x3

Atividade 6: Uma abordagem matricial na solucéo de sistemas lineares 3x3:

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Conhecer melhor o VCN foi o objetivo da tarefa 1 da atividade 6, inclusive
verificando passo a passo 0 que o0 programa desenvolve (método do
escalonamento) para encontrar a solucéo do sistema de 3 equacdes e 3 incognitas

(QUADRO 29).
Quadro 29 — Atividade 6 — Tarefa 1

Um sistema linear de 3 equac®es e 3 incégnitas pode ser escrito na forma matricial AX = B, onde Asxs
€ a matriz dos coeficientes, X & a matriz coluna, no caso a matriz incégnita, e B a matriz dos termos
independentes.

Assim
ﬂ-l blﬂl i
ﬂ-:b:l’:: ], X :[}‘]e B =

) EJ':I Cq z

dy
Hq EJ':I cgd "E d'l

T1) Para verificar se um sistema é possivel determinado ou indeterminado, ou até mesmo impossivel

podemos utilizar um método conhecido como escalonamento.

Que consiste em efetuar algumas operagcées como:

- Trocar de lugar duas equacdes do sistema;

- Multiplicar ou dividir os dois membros de uma equacdo do sistema por um mesmo numero diferente

de zero;

- Adicionar uma equacgao a outra, multiplicada por um namero diferente de zero.

Estas operacfes séo feitas de forma a obter um sistema de equacdes lineares equivalente ao

primeiro em que na primeira equagdo aparecem trés variaveis e na segunda equacéo duas variaveis

e finalmente na terceira equagao uma Unica variavel em que podemos calcular, substituindo na

segunda equagdo encontramos o resultado de outra variavel e substituindo as duas variaveis

encontradas anteriormente, encontramos a Ultima variavel que faltava.

Dados os sistemas:

x+2v+=z=7

ay 2x+7Tv+z=121 p)
—3x—5y+2z=-8

1.1)Utilizando o software VCN selecione sistemas lineares, sistemas lineares métodos diretos

(Gauss), marque execuc¢ao passo a passo e analise 0 que o programa faz para resolver cada sistema

linear anterior e classifique cada sistema dado.

1.2)Ap0s executar a solucdo algébrica no VCN, representar no Winplot, abrir uma janela de texto e

escrever o que vocé entendeu na solucéo algébrica.

Atencdo: salvar cada atividade desenvolvida ho VCN e também no Winplot.

Se A=

Temos
a; byey
tq b cq ]

x+y+z=10 {2x—4}=+1ﬂz=5
Jy—6z=0 Jx—6y+15z=11

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.
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Encontrar a solucdo dos sistemas lineares dados, através do método da
matriz inversa, ja desenvolvido anteriormente nos sistemas lineares 2x2, foi a
finalidade da tarefa 2 da atividade 6 (QUADRO 30).

Quadro 30 — Atividade 6 — Tarefa 2

T2) Vocé sabe que um sistema pode ser representado por matrizes por:

AX =B(1)

Se A é uma matriz inversivel para resolver (1) o que é possivel fazer?

Dica: Experimente multiplicar a esquerda o 1° membro e 0 2° membro da equacao pela matriz inversa
de A.

Agora vocé vai Usar o software GeoGebra para verificar se é possivel resolver os seguintes
sistemas pelo método de inversdo da matriz dos coeficientes:

111 1
21)A=|0 2 3]eB:[2

5 5 1 3

1 2-3 1
22)A=|1 —2 1]eB:[2]

5 —2 —3 3

Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de salvar
as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Através do método da Regra de Cramer estudado anteriormente nas
atividades de sistemas lineares 2x2, a tarefa 3 da atividade 6 apresenta como
objetivo principal desenvolver e encontrar a solugdo do sistema dado (QUADRO 31).

Quadro 31 — Atividade 6 — Tarefa 3

T3) Se A é inversivel, o sistema AX = B pode ser resolvido pela matriz inversa e obtendo
X=A1B
Nesse caso, como o determinante de A é diferente de zero existe um outro método, conhecido como
Regra de Cramer.
Dado o sistema abaixo, conforme definicdo anterior:

ax + v +eoz=4d;
(52) [jgx + by + 2z =ds

3X + ba_]." + CgZ = ﬂ:a

Se o sistema apresenta o determinante de A diferente de zero entdo admite solugdo, sendo uma
Unica solugao.
Agora lembre vocé e determine a solugdo para x, y e z (basta voltar na solucdo definida na atividade
3 tarefa 5, vocé ja teve orientagdo como obter os valores das variaveis).
Estabeleca as equacdes lineares definidas para o sistema dado na forma matricial e a seguir faca o
que se pede:

-2 3 -1 1
1 2 -1 X:[QB: 4
-2-1 1 z =3

Resolva o sistema linear usando o GeoGebra executando o sistema linear pela Regra de Cramer.
Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacdes e de salvar
as atividades.

A=

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A atividade 7 foi desenvolvida no sentido de aprofundar nas questdes sobre

sistemas lineares de 3 equacdes e 3 incognitas, através de questdes relacionadas a
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pratica e também através de questdes com dificuldades maiores por exemplo com
decimais e operacdes algébricas e como desafio dois problemas de (T3) 4 equacgbes

e 4 incognitas e o (T4) 3 equacdes e 4 variaveis (QUADRO 32).

Quadro 32 — Atividade 7 — Atividades complementares

Atividade 7: Atividades complementares: (a serem resolvidas em casa)

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 1 da atividade 7 (a ser feita fora da sala de aula, em casa, por
exemplo) apresentou como objetivo comparar os diversos meétodos de resolucao do
sistema linear de forma que o aluno verificasse em cada sistema linear a melhor
forma de resolucdo (QUADRO 33).

Quadro 33 — Atividade 7 — Tarefa 1

T1) Compare os resultados da atividade 6 das tarefas: T1(escalonamento) T2(matriz inversa) e da T3
(Regra de Cramer) e redigir sobre o grau de dificuldade encontrada que vocé observou na resolugéo
dos trés métodos estudados anteriormente.

Sugestao: tente fazer a T3 pelo método do escalonamento e pela matriz inversa.

Atencdo: N&o se esqueca de inserir uma janela de texto para registrar suas observacgdes e de salvar
as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

As tarefas 2, 3 e 4 da atividade 7 foram criadas no sentido de desenvolver
maior quantidade de atividades de sistemas lineares 3x3 em que o aluno deveria
fazer o algebrismo necessario para que o sistema linear apresentasse as trés
variaveis das equacdes dadas organizadas na forma ax + by + cz = d. Como
desafio,foram inseridas as atividades (T3) com 4 equacdes e 4 incognitas e (T4) com
3 equacdes e 4 incognitas (QUADRO 34).

Quadro 34 — Atividade 7 — Tarefas 2, 3 e 4

T2) 2.1) Para cada sistema indique os métodos de resolucdo que vocé conhece.
2.2) Resolva cada um dos sistemas por um método, sem usar o VCN.

2.3) Verifique as solug¢des obtidas usando o Winplot.
2x+y+z=x+1

a) wrt+y—4z=3-12z
xty+=z=12

05x + 053y +=2z=-05
b) x—2y+3z=2z-3
15x+05v+0.5z=15

Desafio: Como vocé resolveria estes sistemas?
¥x+y+zt+tw=
2x—y+z =2
—X+ty—z—w=
2x +2z4+w=-1

T3)
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x+y+2z+3w=13
Td)y x—2y+z+w=28
Ixty+tz—w=1

Importante: Nao se esqueca de inserir uma janela uma janela de texto no Winplot para registrar suas
observacfes e de salvar as atividades.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

A tarefa 5 da atividade 7 foi desenvolvida para o aluno relacionar os
problemas propostos (5.1) e (5.2) com cada sistema linear a definir, entender o
enunciado do problema e encontrar os valores das variaveis X, y e z. Na atividade

(5.2) responder as questdes a e b solicitadas (QUADRO 35).

Quadro 35 — Atividade 7 — Tarefa 5

T5) Leia com atencgé&o os problemas.

5.1) Este pode ser moldado por um sistema de equagdes lineares. Estabele¢a o sistema e modelo e
resolva:

Um fabricante de mdveis manufatura cadeiras, mesinhas e mesas. Cada cadeira exige 10 minutos de
lixagem, 6 minutos de pintura e 12 minutos de envernizamento. Cada mesinha exige 12 minutos de
lixagem, 8 minutos de pintura e 12 minutos de envernizamento. Cada mesa exige 15 minutos de
lixagem, 12 minutos de pintura e 18 minutos de envernizamento. A maquina de lixagem esta
disponivel 16 horas por semana, a de pintura 11 horas por semana e a de envernizamento 18 horas
por semana. Quantas pecas (por semana) de cada tipo de mobilia devem ser fabricadas de maneira
que as trés maquinas sejam plenamente utilizadas?

5.2) Faca o produto das matrizes e responda o que pede:
Uma firma de fotografia tem lojas em cada uma das seguintes cidades: Nova lorque, Denver e Los
Angeles. Um certo tipo de maquina fotogréafica existe em trés modelos: automético, semi-automatico e
nao-automatico. Além disto, cada méaquina tem uma unidade de flash que Ihe é adaptada, e a
maquina é geralmente vendida juntamente com a unidade de flash correspondente. Os precos de
venda das maquinas e das unidades de flash s&o dados (em doélares) pela matriz:
Auto-  semi-
Méticas automa
ticas manuais
200 150 120
50 40 25
A quantidade de conjuntos (maquinas e unidades de flash) disponiveis em cada loja é dada pela
matriz:

Unidade de flash

A= [ ] Camera

Nova Los
lorque Denver Angeles Semi-automaticas
_ 220 180 100 Automaticas
B=| 300 250 120 Manuais

120 320 250
a) Qual o valor total das maquinas existentes na loja de Nova lorque?

b) Qual o valor total das unidades de flash existentes na loja de Los Angeles?

Importante: Quando utilizar o VCN, registrar todo o procedimento em uma folha a parte e entregar.

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

O capitulo 5, a seguir, discute e analisa os resultados da pesquisa.
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5 DISCUSSAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo iniciou-se a analise por estudos académicos anteriores (que
tratam de SL e analisam-se textos didaticos, os Registros de Representacdo
Semidtica de Raymond Duval e o uso das TICs). Em seguida foram analisados
conteudos e tipos de registros constantes de livros adotados pelas escolas.

Os dados do estudo prético sobre sistemas de equacdes lineares (SL) foram
coletados considerando trés turmas do curso de Sistema de Informacdo. No entanto,
para efeito da andlise, foi considerada apenas a turma T3 (7° periodo da disciplina
Geometria Analitica e Algebra Linear) constituida por 66 alunos, pois foi a turma
que, além de apresentar um maior niumero de estudantes, teve um maior tempo
disponivel para as atividades. Houve dois encontros de duas aulas, enquanto que
nas outras duas turmas apenas um encontro de 3 aulas por semana. A média de
alunos participantes foi de 63.

De modo geral os alunos trabalharam em duplas. Apenas a primeira atividade
e 0 Questionario de Avaliacdo foram desenvolvidos individualmente. Na anélise das
atividades feitas em dupla, foram consideradas da T3 as duplas que se mantiveram
constantes ao longo do trabalho efetuando um maior nimero de atividades, 23
duplas. Os resultados da atividade 1, feitos individualmente, foram relativos a 41
alunos constituidos das duplas das atividades de 2 a 7. De 66 alunos das duplas em
relacéo a atividade 1, 25 alunos ndo entregaram a atividade.

Conforme apresentado no capitulo 4, as atividades consistiram em resgatar
ideias sobre SL de 2 equacdes e 2 incognitas, conteludo estudado anteriormente,
procedendo a estudos sobre SL de 3 equagbes e 3 incognitas utilizando diferentes
abordagens e representacées matematicas, lancando mao em alguns momentos de
recursos computacionais.

Nas secOes seguintes procedeu-se a analise de cada uma das atividades,
objetivando responder as questdes de pesquisa:

e O uso de diferentes registros de representagdo semiotica em matematica

pode facilitar a aprendizagem de sistemas lineares?

e O uso das TICs favorecendo a interligacdo da &lgebra e da geometria

pode facilitar a aprendizagem de sistemas lineares?
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Procurou-se, assim, identificar o papel desempenhado pelo uso de diferentes
registros de representacdo semibtica e de recursos computacionais para a

compreensao do conteudo SL.

5.1 Entendimentos de Raymond Duval na prética

O organograma da Figura 11 ilustra os dois tipos de transformacdes no

estudo de caso de Sistemas Lineares (SL)

Transformacdes
entre

representacdes
semidticas

]

g o, g o,
Tratamento
Opera-se em um mesmo registro ‘
(resolver um sistema linear dado
na forma algébrica através da
obtencdo de equacdes algébricas
equivalentes)
“ - N o
Figura 11 - Organograma mostrando os tipos de transformacgdes entre representacdes
semioéticas no estudo de Sistemas Lineares (SL)
Fonte: Adaptado de Duval, 2003.

Conversao
Exige a troca de registros
(resolver um sistema linear dado na forma
algébrica através de sua representacdo
geométrica-grafica)

Conforme a Figura 11 e de acordo com Duval (2003), considerou-se a
transformacdes de tratamento e conversédo na resolucdo de um sistema linear, de
forma que o tratamento é desenvolvido normalmente através de sua representacao
algébrica utilizando os métodos da substituicdo, adicdo e comparacdo para sistemas
lineares de 2 equacdes e 2 incognitas e para os sistemas lineares de 3 equacdes e 3
incégnitas o método do escalonamento. Em relacdo as transformacdes de
tratamento e conversdo mais dois métodos foram considerados sendo: o método da
matriz inversa e da Regra de Cramer.

llustrou-se a seguir as transformacgdes de tratamento na resolugcdo de um
sistema linear dado através de sua representacao algébrica.

As operacOes algébricas realizadas para a obtencdo do resultado de um

sistema linear sdo operacdes dentro de um mesmo sistema de representacao,
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consistindo na substituicdo de equacdes lineares mais complexas por equacdes
lineares equivalentes, porém mais simples.

Em relacdo aos sistemas lineares de 2 equacfes e 2 incognitas 0s
meétodos considerados sdo de adicdo, substituicAo e comparacéo e para sistemas
lineares de 3 equacgbes e 3 incognitas ou mais equagdes o método mais utilizado
€ 0 método de escalonamento. A solucdo € encontrada através do tratamento
algébrico desenvolvido com as equacdes lineares, consistindo na substituicdo das
equacles lineares mais complexas, com duas ou mais incognitas, por equacdes
lineares mais simples, com um menor nimero de incognitas.

O método do escalonamento consiste em operar entre si duas ou mais
equacles lineares de um sistema linear de forma a obter outro sistema linear
equivalente, para isto devendo multiplicar ou dividir uma equacéao linear do sistema
por uma constante (k) sendo (k) diferente de zero, ou somando uma equacéo linear
com outra equacéo linear deste sistema e substituindo por uma das equacgbes
lineares do sistema linear.

A Figura 12 apresenta um exemplo da transformacao tratamento pelo método

do escalonamento.

IJx—y+z=12
[x—z;-'—z:{]
2x+y+2z=2

Inicialmente € interessante trocar a (12) equacao pela (2%) equacdo para que 0 primeiro
coeficiente de x seja um (facilidade em operar):

x—2y—z=10
[331:—}-‘+z: 2 (1%

2x+y+2z== (22)

Para anular x na segunda equacdo multiplicamos a primeira equacédo por (-3), somamos
com a segunda equacdo e a segunda equacdo original é substituida pela nova equacédo
encontrada:

x—2y—z=0 (—3)

[3x—3-‘+z=2 — (1%
2Zx+y+2z2=12 23
(-3).(13) : -8.(x =2y —z = 0)>-3 z=0

) —Ix+ey+3z =0
.y ey TS

Ox+5y+4z=2
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Novo sistema encontrado:

x—2y—z=0 (1%
[ Sy+4z =12 .
2x+y+2z=2 (2%)

Para anular x na terceira equacao multiplicamos a primeira equacao por (-2), somamos com

a terceira equacdo e a terceira equacdo original € substituida pela nova equacdo

encontrada:
[ —2y—z=0 (—-2) (@9

Sy+4z=2 o
2x+y+2z=12 )
(-3).(13) : -2.(x — 2y —z = 0)>-2x+4y+2z =0

) —2x+4y+2z = 0
() +@)  { onprare s

OXx+5y+4z=2

Novo sistema encontrado:
x—2y—z=0 (19
[ Sy+4z=2
Sy +4z=2 (29
Para anular y na terceira equacao multiplicamos a segunda equagéo por (-1), somamaos com

7

a terceira equacdo e a terceira equacdo original é substituida pela nova equacédo
encontrada:

Sv+4z=2 (—1)
Sy+4dz =2
(-1).(23) : -1.(5y+4z=2)—  -by-4z=-2

CNCORC I P ipwiny

[ x—2y—z=10

0=0
x—2y—-z=0 (19
Obtemos: by +4z=2
0=0 (2

Apesar de a 32 equacdo ser verdadeira, ndo traz infromagfes sobre os valores das variaveis
a serem calculadas, portanto podera ser excluida do SL.
{x —2y—z=10

Sy+4z=12 (1®)

Este sistema é considerado sistema possivel indeterminado pois apresenta apés o método
do escalonamento o numero de equacdes lineares igual a 2 menor que o numero de
incognitas Igual a 3.

Considerando a variavel livre sendo z, portanto z = a, obtemos x e y em fungéo de z = o
Na 22 equacgdo: 5y + 4z = 2 fazendo z = o, obtemos a variavel y:

Sy +4a=2 -5y=2-4a>y=——
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~ I—3o .,
Na 12 equacdo: x — 2y —z = 0 fazendoz=ae y= — obtemos a variavel x:

4  Bx Bar—4+8x—50=( 4—3x
x—2(—/)—a= ﬂ—>x—g+?—|x: ﬂ—>f—>5x=4-8a+5a—>x= .

2—40
5

. ~ 4—30 240
Assim, encontramos a solugdo do SL: ( P

)

Figura 12 — Transformacao de tratamento: método do escalonamento na resolucao de um

sistema linear
Fonte: Elaborada pela autora, 2012.

Este método algébrico utilizado na resolucdo de um sistema linear visto

anteriormente, conforme Duval (2003, 2009, 2011), é considerado como

transformacao classificada como tratamento, ou seja, desenvolvemos as operacoes

algébricas no sentido de encontrarmos outras representacdes algébricas mais

simples. Nao houve mudanca de um registro algébrico para outro.

llustra-se a seguir as transformacdes de conversdo na solugdo de um

sistema linear operando através de suas representacdes algébrica e geométrica

(FIGURA 13).

Determine a solucdo e a classificagdo do
SL e represente as retas do SL Representacio gréafica:
mostrando a solugdo encontrada.

Representacdo algébrica (método da

x+yv=2 (s
substituicdo): { o ) o ,‘-5:}

.}. 'll - l::l 1 .r" | g h -

- S ".,\\XW-Z

Definindo as retas: Reta (s): x +y = 2 el
Para x =0 definindoy: 0+y=2 logo, y =
2_ 15
Para y = 0 definindo x: x + 0 = 2 logo,
X=2

Reta(r): x—-y=0 | .I ()
Para x = 0 definindo y: 0 —y = 0 logo,
y=0

Para x = 2 definindoy: 2 -y =0logo, y =
2_ 05
Definindo o ponto de encontro das retas
através do método da substituicao:

Na segunda equacéo linear: x -y =0 n \
X=y R R " %
Substituindo x = y na primeira equacéao
linear: x +y =2

y+y:2 2y:2 y:l 0
E como x =y substituindoy =1 logo x = 1
Sistema possivel determinado

Solucdo: {1,1}

Figura 13 — Transformacé&o de conversédo: representacao algébrica para a representacao

geomeétrica naresolugdo de um SL
Fonte: Elaborada pela autora, 2012.
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No exemplo da Figura 13 percebe-se o uso das duas transformacodes
consideradas de tratamento e conversao. Verificada a importancia de trabalhar os
dois tipos de transformacdo de acordo com Duval (2003, 2009, 2011), neste
exemplo de SL, quando executados os calculos algébricos trabalhou-se a
transformacao de tratamento no sentido de obter as coordenadas de x e y, definindo
assim o ponto de encontro das retas. Consequentemente executou-se a
transformacdo de conversdo quando, apO0s o tratamento, foram representadas
graficamente as retas do SL e foi verificado o ponto de encontro das retas.

Segundo Duval (2003, 2009, 2011) as conversdes do registro algébrico para o
geométrico e do geométrico para o algébrico apresentam niveis diferentes de

dificuldades para os alunos:

[...] A conversdo direta e a conversao inversa sdo duas tarefas cognitivas
tdo diferentes quanto subir ou descer um caminho ingreme na montanha.
Em outras palavras, pra que haja coordenac¢éo sinérgica de varios registros,
€ preciso ser capaz de converter as representagdes nos dois sentidos e ndo
em um Unico (DUVAL, 2011, p. 118)

De acordo com a Figura 13, que retrata a conversao da representacao
algébrica para a representacdo geométrica, foi feito o inverso da representacéo
geométrica para a algébrica, retratando que o grau de dificuldade requisitado nos
dois tipos de conversdes é diferente.

A Figura 14 apresenta um exemplo da transformacao de conversdo entre as

representacfes geomeétrica e algébrica.
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Determine as equacdes das retas
definidas do SL através de seus pontos e
classifiqgue o SL.

Representacao gréfica:

45

Representacgéo algébrica:
Obtendo a equacgéo da retas
Pontos que pertencem a reta:
B=(0,2)eC=(2,0)
Equacdo deumareta:y=ax+bhb
Substituindo o ponto B= (0,2) na equacao da reta:
2=a.0tblogob=2
Substituindo o ponto C= (2,0) na equacéo da reta:
0=a.2+b
Substituindo b = 2 na equacéo anterior:
0=2a+2logo2a=-2a=-1
Encontramos: y = -1x + 2
E, portanto, x +y =2
Obtendo a equacéo da retar
Pontos que pertencem a reta: D= (0,0) e A= (1,1)
Equacdo deumareta:y=ax+bhb
Substituindo o ponto D= (0,0) na equacéo da reta:
O0=a.0tblogob=0
Substituindo o ponto A= (1,1) na equacéo da reta:
l1=al+b
Substituindo b = 0 na equacao anterior:
l=1la+0logola=1a=1
Encontramos: y = 1x
E, portanto y-x = 0 x-y = 0.
Obtendo o sistema linear:
{x +ty=12
x—y =0
Sistema possivel determinado
S={1,1}

Figura 14 — Transformacé&o de converséao: representacao geométrica para a representacao
algébrica naresolugdo de um sistema linear
Fonte: Elaborada pela autora, 2012.

No exemplo da Figura 14 percebe-se o uso das duas transformacodes
consideradas de conversdao e tratamento. Neste exemplo de SL executou-se a
conversdo da representacdo grafica para a representacdo algébrica executando os
calculos algébricos. Trabalhou-se a transformacéo de tratamento no sentido de obter
as equacdes lineares, definindo, assim, as retas do SL e podendo verificar o ponto
de encontro das retas. A resolucao da tarefa proposta da Figura 14 é considerada
dificil pelos alunos. Isso é explicado em parte pelo fato que os textos didaticos de
modo geral ndo apresentam exercicios desta natureza.

Nos exemplos x e y, percebe-se o uso das duas transformac¢des conversao e
tratamento, podendo verificar que o grau e resolucdo de tratamento algébrico exigido
sdo diferenciados, podendo assim considerar que o aluno podera apresentar
dificuldades na resolucao de cada um dos exemplos x e y.

Além do método classico ‘escalonamento’ mostrado anteriormente na solugéo

de SL de 3 equacdes e 3 incognitas, que € resolvido somente através da
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transformacao de tratamento algébrico, retrataremos agora outro método de SL 3x3
considerado o método da matriz inversa cuja solucdo além de retratar o tratamento
algébrico de produto de matrizes necessita também da transformacéo de conversao
entre a representacdo algébrica de equacdes lineares em matricial. Este método
consiste em multiplicar a matriz inversa da matriz dos coeficientes lineares pela
matriz dos resultados obtendo assim a solucéo do sistema linear. Considera-se este
método mais trabalhoso que o método do escalonamento, pois antes de executar o
produto de matrizes é necessario calcular a matriz inversa da matriz dos coeficientes
lineares. Este método é utilizado somente quando o niumero de equagdes for igual
ao numero de variaveis. Importante considerar também que existe uma restricdo de
encontrar a solucdo do SL por este método, que ocorre quando nao existe a matriz
inversa da matriz dos coeficientes lineares.
A Figura 15 apresenta um exemplo das transformagbes ‘conversdo e
tratamento’ pelo método da matriz inversa.
x+y+z==6
[ix+—y4—z::?
+2y+z=28
AX=B

11 1
Logo, A (matriz dos coeficientes lineares) = (2 1 1) .

X
X(matriz dos coeficientes) = (}’)
z

6
B(matriz dos resultados) = (?)

a8
Obtendo a matriz inversa de A:
AAl=|
I(matriz identidade) = (10 E t?)
o 0 1
Portanto .
1 1 10 /% €
d e F|_ 1 00
2 1 1 =10 10
1 2 1/\g h i 00 1
Logo,
-1 1 0
Alt=| -1 0 1
3 -1 -1

Voltando ao sistema AX =B
Multiplicando o primeiro e o segundo membro pela matriz inversa:
AXA1=BA?




96

Podemos escrever da seguinte forma sem alterar a equagao:
AAIX=A1B, como AA!l =1, logo:
X=A1B

G
G

Solucgéo: (1, 2, 3)
Figura 15 — Transformacgdes tratamento e conversao: método da matriz inversa na resolucao
de um sistema linear

Fonte: Elaborado pela autora, 2012.

Um terceiro método usado na solucdo de SL de 3 equacdes e 3 incognitas,
além do escalonamento que utiliza o tratamento algébrico e o método da matriz
inversa que utiliza tratamento e conversdo, € o método da Regra de Cramer,
também considerado na sua resolucdo como transformacdo de conversdo e
tratamento em que a solugdo é encontrada através do calculo dos determinantes
das matrizes trocando as referidas colunas pelos termos da coluna dos termos
independentes da matriz pelo quociente do determinante da matriz incompleta.
Neste método ocorre restricdo quando o determinante da matriz incompleta ou
também chamada de matriz dos coeficientes lineares do SL for igual a zero, néo
podemos desenvolver por este método, através da Regra de Cramer resolvemos
apenas para sistemas lineares com uma Unica solug¢do, ou seja, sistema linear
possivel determinado. Da mesma forma que a resolucdo de SL pelo método da
matriz inversa este método pode ser utilizado somente quando o nuamero de
equacdes lineares for igual ao niumero de variaveis do SL.

Expressdes indeterminadas cujo numerador e denominador tendem a zero,
ndo leva a conclusdao que o sistema linear é possivel indeterminado. Até porque,
conforme ficou esclarecido anteriormente, apenas pode-se utilizar o método Regra
de Cramer quando o determinante da matriz do sistema linear for diferente de zero.

A Figura 16 apresenta um exemplo da transformacao tratamento e converséao

pelo método da Regra de Cramer.
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x+y+tz=6
L‘Zx+}-‘+z:?
+2y+z=28

Em primeiro momento calculamos o valor do determinante da matriz do coeficiente do sistema:

1 11
21 1
1 2 1

calculada através da Regra de Cramer)

D= = 1 # 0 (portanto o sistema linear apresenta uma Unica solucdo podendo ser

Trocando a primeira coluna dos coeficientes da matriz do sistema linear pela coluna dos resultados e

calculando o valor do determinante:

6B 1 1
71 1
g 2 1

Trocando a segunda coluna dos coeficientes da matriz do sistema linear pela coluna dos resultados e

D1 = =1

calculando o valor do determinante:

1 61
2 7 1
1 8 1

Trocando a terceira coluna dos coeficientes da matriz do sistema linear pela coluna dos resultados e

D. = =2

calculando o valor do determinante:

1 1 6
2 17
1 2 8

Logo, definimos os valores das variaveis x, y, e z:
x=Di/D=11=1
y=D2/D=2/1=2
z=D3/D=3/1=3
Solugéo: (1, 2, 3)

D3 = =3

Figura 16 — Transformacdo tratamento e conversdo: método da Regra de Cramer na resolugéo
de um sistema linear
Fonte: Elaborada pela autora, 2012.

Tanto o tratamento quanto a conversao sao duas transformacdes importantes
para obter o conhecimento referente ao objeto sistema linear. E é através das duas
transformacdes de tratamento e conversdo que o aluno néo ira confundir o objeto
sistema linear com suas representacfes algébrica e geométrica.

A eficiéncia de cada registro é verificada a medida que o aluno assimila a
necessidade de utilizar as representacdes e deve atentar para a possibilidade de
transformacao sendo a de tratamento e a de conversédo de acordo com um registro
ser mais interessante e eficiente que o outro. O educador, segundo Duval (2003,
2009, 2011),deve procurar a melhor representacdo para utilizar com o objetivo de o
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aluno compreender o conteudo, mas utilizando somente uma representacdo pode
ocorrer confusao entre o objeto estudado e sua representagao.

Para alguns alunos a conversao dos registros de representacdo semidtica
pode se tornar mais dificil devido ao ensino de duas representacdes semidticas, ao
invés de apenas uma, no entanto para outros pode proporcionar uma real
compreensao do conteudo sistema linear ndo confundindo assim a representacéo
com o objeto.

A partir do item 5.5 abaixo exposto, analisam-se efetivamente as sete
atividades propostas no estudo, que podem ser consideradas excessivas, mas a
alma de professora esteve e continuamente esta presente nas atividades que
possam aperfeicoar o ensino e a aprendizagem da Matematica, buscando identificar
as dificuldades e apresentar as solu¢cbes matematicas, especialmente as que se
referem aos sistemas lineares por meio de mdultiplas linguagens de tecnologias.

Como um projeto experimental e empirico, entende-se que outros

aperfeicoamentos serao necessarios.
5.2 Anélise da atividade 1

A atividade 1 foi desenvolvida individualmente revendo os trés métodos de

resolucdo de um SL: adicdo, substituicdo e comparacdo. A atividade era composta

x—3y=-3

por apenas uma tarefa que propunha a solugcédo do SL { xty=8 Inicialmente a

solucdo do SL por meio do método da substituicdo foi apresentada. A tarefa
consistia em resolver o mesmo SL usando os métodos da adi¢cdo e da comparacao,
incentivando o registro escrito sobre a resolucao de cada método desenvolvido de
forma a usar as linguagens algébrica e natural.

Participaram da primeira atividade 41 alunos da turma 3, mas foram
considerados apenas 0s estudantes que se mantiveram em dupla constante até a
atividade 7. Estes alunos desenvolveram corretamente a tarefa pelo método da
adicdo e apenas um aluno determinou somente uma das variaveis, no caso Y.
Dezoito (18) alunos determinaram primeiramente a variavel y e apos x e 13 alunos
determinaram x e depois'y.

Visualmente parece ser mais facil enxergar e multiplicar a primeira equagao

linear por - 2 e eliminar a variavel x encontrando y e depois X.
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Na Figura 17 ilustra-se primeiramente o exemplo de um aluno que determinou

a variavel y e depois x e na sequéncia o exemplo de outro estudante que determinou
a variavel x e depois'y.

f\ltli Ceao
N ] A {(-2)
ity = 30 1

A by z b [ 8y = 6 [y - fv g o
P 7 7 7 ——
Bry -~ 9 f =8 | - 1%
?
A -3 = -3
-6 .z - 3
Yo -~ 31k
" . )
‘71\.,,_.;:._,- G\

ffb'-gy:”«?} CQ“Q‘!'\I[:E)?
(2osy. v .03) 2.2y, ¥
fh‘}‘y/: "3 }/-\ 57‘6
Lgp «og. 24 =]
7 L A
Te < <21

Figura 17 — Método da adicdo — T3A6 e T3A63
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Considerando os registros escritos sobre o método utilizado algumas
colocacdoes dos alunos foram apresentadas, como por exemplo, o aluno 15
comentou sobre escolher a primeira equacéo linear para multiplicar por uma

constante ficando mais facil definir primeiramente a variavel y (FIGURA 18).
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Figura 18 — Método da adi¢cdo — T3A15
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Dificuldades vivenciadas na atividade 1

Destacou-se o registro do aluno Al12, que comentou sobre eliminar uma das
variaveis e logo depois afirmou que as equacdes deveriam ser multiplicadas pelo
namero que acompanha y. Observou-se dois equivocos nesta colocacdo, sendo que
0 correto seria multiplicarmos apenas uma equacao linear e ndo as equacdes do
SL.Apos falar sobre eliminar uma das variaveis, o aluno afirmou que deveria ser

eliminada a variavel y, mas isto ndo ocorreria necessariamente (FIGURA 19).
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Figura 19 — Método da adicdo — T3A12
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

No caso apresentado na Figura 20 o aluno 3 apenas comentou sobre somar
as duas equacdes e nao a necessidade de multiplicar uma das equacdes e a seguir

somar as equacodes lineares para eliminar uma das variaveis.
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Figura 20 — Método da adi¢c&o — T3A3

Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
Alguns cuidados com a linguagem formal da matematica n&o foram

consideradas no exemplo da Figura 21 a seguir, em que 0 aluno 6 escreve sobre
multiplicar em cima e em baixo e ndo em multiplicar uma das equacdes lineares por

um valor constante em que, somando as equacdes, eliminando uma das variaveis.

4’” Avicao
()(—3‘;/ = -3 (-2) Mu/%ig}fé-?,mf [__©hy
=& (1) Clme g _em P ko
por (-2) e (1) _vespech

Ve e iy 4-13 @wﬁjﬁ b7 "‘,»“ Yo

QIX +Y =
O/cs a/i'zmr:gﬁal“ o X

-+ V<=6
La2x +Y = %

7y=1q
y =7

Figura 21 — Método da adicdo — T3A6
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
Dos alunos analisados em relacdo ao método da comparacéo, apenas dois

alunos isolaram a variavel y e determinaram inicialmente a variavel x e depois
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determinaram y, entendendo-se que o fato se deve provavelmente por x ser mais
facil isolar que y na primeira equacdo. A Figura 22 mostra essa situacdo em relagédo

a duas tarefas feitas em que um aluno determinou primeiro x e em seguida y.

o x-D2y 2 o3 O xs 8 ~zx
&
S A g
- e T W ; o
: s e £
- % 2o s 2 1 Ex
Zx 2

- L N - -
,fb’.— = 2o X - e ,-V - L
7 a2 ' < il "‘»’"
Celd X 3
£ .
by I8
B A
D 2 O f

Figura 22 — Método da comparacdo — T3A48 e t3A49
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Interessante a maneira como o aluno 11 da resposta apresentada na Figura
23 separou a variavel x. Na realidade isolou 2x nas duas equag0es lineares, igualou
2x e determinou o valor da variavel y, comentando sobre os calculos executados,
mesmo observando que multiplicou a 12 equacédo por 2 para separar 2x e igualar as
equacoes.
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Figura 23 — Método da comparacéo — T3A11l
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Na tarefa em que o aluno deveria ter resolvido pelo método da comparacao, a
Figura 24 mostra a situacdo em que o aluno ndo percebeu ter desenvolvido pelo
método da substituicdo, inclusive quando comenta sobre achar o valor de x. Quando
colocou esta variavel em evidéncia, obteve outra equacao linear com as variaveis x

e y. Afirmou ter determinado X, mas nao o fez.
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Figura 24 — Método da comparacgdo — T3A6
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A Figura 25 mostra que o método algébrico executado na tarefa e os registros
escritos muitas vezes ndo correspondem, de forma que os alunos, apesar de

resolverem corretamente, ndo conseguiram escrever sobre os célculos executados.

< & .
[: . ,«W@ = »‘v{;‘, (@"rrvfl-;ef?-:-s poier

X=-5Ys -3 >3 L’xﬁgﬁua % 2 it o rragy o
Axty =€ x| S/.‘ﬁ)*} .c,x[u;jcﬁ . m‘-’{j 2o 3]
&Cqmmnnfai? c

Ux -6 )= -
Ax +/ = &

UX =G+ Y
@Xz: 8")/

-6 b)yeg-y Lorolench a Cm IV CCHD  portorena
oY+ Y -¥+¢ OJWQO(D Q(ﬂb&—é)? J{’&/

A =1y

y= LY

Figura 25 — Método da comparacdo — T3A9
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
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Observou-se na andlise da atividade 1 que os alunos apresentaram
dificuldades em relacionar os calculos executados no método algébrico e a escrita
formulada. Complementarmente, que muitas vezes nao havia coeréncia entre

transformacdes de registros.

5.3 Andlise da atividade 2

A atividade 2 utilizou o software GeoGebra para investigar sistemas lineares
de 2 equacdes e 2 incognitas, tendo sido dividida em 3 tarefas.

A tarefa 1 consistia em verificar solugdes para a equagéo linear 2x + 3y = 10
gue no caso define uma reta, a tarefa apresentou uma dupla ordenada (2, 2) para
qgue o aluno verificasse se esta dupla, ou seja, o ponto era solucdo da equacgao
linear, e também que o aluno definisse outros pontos que também eram solucao da

reta dada.

Dificuldades vivenciadas na atividade 2

Alguns alunos criaram pontos que nédo eram solucédo da equacdao linear dada
(substituiram o ponto criado na equacéo linear dada) e realmente esses pontos nao
pertenciam a reta dada.

Na Figura 26 ilustrou-se a tarefa 1 feita pela dupla que criou 5 pontos, sendo
3 pontos pertencentes a reta (2, 2), (0.5, 3), (1.14, 2.57) e também 2 pontos nao
pertencentes ao plano (4, 4, 2), (4, 3, 4).

A dupla apresentou o registro escrito solucionando a equacédo linear por
representacfes algébricas (substituindo os pontos criados na equacéo linear) e da

representacdo geométrica (visualizacdo dos pontos e da reta no plano).



Objetos Livres X o
0 A=(2,2)
-3 E=(23,3.04)
a2+ 3y=10
Objetos Dependentes
=@ B=(0,298)
,_, C={05,3)
@ D=(1.14,257)
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Foi observado que dupla ordenada (2,2) & a solugdo da
equagdo linear 2e+3y=10 que & o ponto A

B Qutros pontos que pertencem  reta sdo

C(053) -=205+33F10 -=1+8=10

D114 287) -=2% 14+3*2.57=10 -2 2.28+7.71=10 aproximada

Pontos que esto fora da reta sdo os pontos ©

B(0,2.98) 2*0+3*2,98=10-= 0+ 8.94 ndo é=10

E(2.3,3.04) 2*2.3+3*3.04=10-> 4 5+ 812 ndoé=10

Figura 26 — Atividade 2 - Tarefa 1 T3 dupla D5
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Verificou-se também a solucao apresentada pela dupla 2 da turma 3, em que

a dupla, apesar de definir a reta dada, ao invés de criar outros pontos pertencentes a

reta, equivocadamente definiu outra reta 2x+3y = 15 paralela a reta dada 2x+3y =

10. Verificou-se que os alunos muitas vezes apresentam dificuldades em interpretar

0 que a atividade solicita (FIGURA 27), porque eventualmente ndo se preocuparam

com o enunciado.

Objetos Lives X
-0 aey=10
SO Y15

Objetos Dependentes

T1-3= 0 Programatracou uma reta que representa geomefricaments
adupla ordenada(2,2) perecents a equagdo linear
2243210

Ti- b- Determinando ouira solugdo para

A 80Uapa0, 0 programatraga oulra reta pois
quando mudamos um dos lados da igualdade
tonsequentements muda-s2 o valor do ot
|ado altarando assim 03 valores de Xe Y.

Figura 27 — Atividade 2 - tarefa 1 T3 dupla D2
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

T T T T T
4 \ \'\ 10 12

Em outras tarefas, como a da dupla 8 da turma 3, ndo foram definidos outros

pontos pertencentes a reta, mas apenas definido o ponto de coordenadas (2,2)
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pertencente a reta e criado outro ponto de coordenadas (3,3), mostrando que este
ponto ndo pertence a reta dada.

A tarefa 2 da atividade 2 foi apresentada sendo composta por trés sistemas

lineares:
2X-y =5 X+2y =5 X+y=5
ORI (b) Y (4"
X+y=7 2x+4y =10 —X-y =2

Na letra (a) o sistema linear foi classificado como sistema possivel
determinado, concorrente em um unico ponto s = (4,3), na letra (b) sistema possivel
indeterminado, portanto, retas coincidentes, e letra (c) sistema impossivel
constituido por retas paralelas. O aluno na tarefa 2 deveria resolver os sistemas
lineares.

Pelas duas janelas apresentadas pelo GeoGebra (que mostra a
representacdo algébrica com os dados digitados pelos alunos e a representacao
geomeétrica visualizada das retas definidas no sistema linear), o aluno deveria
compreender as trés solugbes encontradas de forma a diferenciar os trés tipos de
classificacdo dos sistemas lineares.

As maiores dificuldades encontradas nesta tarefa foram ddvidas no momento
de digitalizar as equacoOes lineares no GeoGebra e na relacdo entre as duas
representacdes algébrica e geométrica visualizadas no GeoGebra, como também no
momento da linguagem escrita: por exemplo, alguns alunos confundiram expressao
com equacao.

A dupla 7 da turma 3, no momento de escrever sobre a solucdo do sistema
linear da tarefa 2a, escreveu que o sistema € linear determinado e nao sistema
possivel determinado, confundindo linear com possivel, ou até mesmo esquecendo

do possivel, como ilustra a Figura 28.



Objetos Livres
O a2x+y=25
SO bxey=T
Objetos Dependentes
L0 A=(4,3)

30

25

204
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25)Conforme a solugdo do sistema concluimos que ha
somente uma solugdo.

2.6) 0 sisterna & linear determinado.

Figura 28 — Atividade 2 tarefa 2a — T3 dupla D7

Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Outra dupla cometeu o equivoco no momento de escrever sobre a tarefa 2b,

escrevendo que o sistema linear era possivel indeterminante, sendo que o sistema

linear é classificado como sistema possivel indeterminado (FIGURA 29).

Objetos Livres

0 axry=5

L0 bx+2y=5
Objetos Dependentes

6.
T2-b-2.4 As duas equages sao iquals gerando assim um;
tnica reta.

5 25Tem infinita solugdo.

2.6 Elaé classificada como possivel indeterminants.

Figura 29 — Atividade 2 tarefa 2b - T3 dupla D6

Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
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A Figura 30 mostra que além de a dupla 18 resolver pela representacao
geométrica mostrou no momento de expressar sobre a solu¢cdo encontrada que
através da representacdo algébrica (método da substituicdo) encontrou 0 = 7,

classificando o sistema como impossivel.

| Ohbjetos Livres

LD g y=-2 2.5) 0 sisterna no apresenta solugdes,
Objetos Dependentes pois as retas formadas pelas equagﬁes sdo
paralelas entre si.

%= By
Gy+y=-2
0k-7

2.6) Sisterna impossivel

Figura 30 — Atividade 2 tarefa 2c — T3 dupla D18
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Observou-se que nessa atividade com o uso das TICs, o software contribuiu
para melhor assimilagcdo da resolucéo de sistema linear, de forma que agilizou os
calculos na obtencdo das solucbes de cada sistema linear. Através da solucdo
geométrica, o aluno visualizou a resolucao do sistema linear através das equacdes
lineares do SL que geraram retas.

Verificou-se, também, que disponibilizando a representacdo geométrica e
solicitando para que o aluno definisse as equagbes lineares do SL através da
representacdo algébrica, o aluno encontrou maior dificuldade em fazer o
procedimento, mas ocorreu maior facilidade disponibilizando a representacao
algébrica para que o aluno visualizasse a representagdo geomeétrica.

Na tarefa 3 o0 aluno deveria construir outras retas em relacéo aretay = 2x + 4
com as caracteristicas definidas em cada item, sendo essa constru¢cdo em relagéo
sempre a reta dada na tarefa.

O maior equivoco em relacdo a tarefa foi que alguns alunos construiram as
retas dadas ndo em relacdo a reta dada, mas em relacdo a uma das retas

construidas por eles.
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Na Figura 31 a reta criada c foi criada em relacéo a reta b também criada pela
dupla, portanto ndo em relagéo a reta dada considerada pela dupla de reta a (y = 2x
+4).

Objetos Livres X 8]

J B=(162,09) 3.2) E abservado que por serem retas paralelas formam
-

.0 angulos iguais com o eixo X, portanto séo coeficientes
) & 2K+y=4 angu!ares iguais.
Objetos Dependentes 3.3) E possivel criar um reta coincidente sim.
0 A=(04) Exemplo desta reta € dada pela equago:
Jx+y=8

4 J 0 2 4 ! 5 10
Figura 31 — Atividade 2 tarefa 3 — T3 dupla D27
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Observou-se em relacdo as retas criadas que os alunos apresentaram
dificuldades em diferenciar os trés tipos de classificacdo do SL (possivel e
determinado, impossivel e possivel indeterminado) em relacdo as caracteristicas
observadas. Como, por exemplo, que para um sistema linear ser classificado como
possivel indeterminado, ou seja, retas coincidentes, os coeficientes entre as retas
deveriam ser proporcionais, tendo como exemplo x + 2y = 5 e 2x + 4y = 10, a

segunda equacdo linear seria o dobro da primeira equacéo linear.

5.4 Anélise da atividade 3

A atividade 3 foi composta por 5 tarefas, que consistiam em resolver os
sistemas lineares 2x2 através de matriz. A tarefa 1 apresentava trés sistemas
lineares:

){x + 4y =100 b) {—x —y=-100 {—x +y=-100
2x + 3y =90 x+y =90 x+ y =100

O aluno deveria resolver os sistemas lineares pelo método algébrico do
escalonamento, utilizando o programa VCN e verificando o resultado encontrado no

VCN através do GeoGebra pelo método geométrico.
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Dificuldades vivenciadas na atividade 3

Durante a resolucéo das atividades em sala de aula, os alunos apresentavam
dificuldades em relacdo ao programa VCN, como, por exemplo, inserir os dados do
SL. Observou-se com o uso das TICs, por meio dos softwares GeoGebra e VCN,
que pela visualizacdo da representacdo geométrica e algébrica, o aluno conseguia
compreender melhor o significado das equacdes lineares e a solucédo encontrada do
SL.

Na Figura 32 a dupla 22 da turma 3 apresentou a compreensdo de como o
programa VCN executaria a representacdo algébrica para encontrar a solu¢do do
SL. Essa dupla trabalhou com os dois programas em paralelo, verificando a solugéo
algébrica encontrada no VCN e a representacdo geométrica do GeoGebra, de
acordo com o que a atividade solicitava.

@J Calculo Numérice

Utilitdrios  Operadores  Interpolagdo  Derivagdo Integragdo Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calcule de Raizes  Ajuste de Curva

ttodo Direto para Resolugie de Sisternas Lineares \EI = @
| Quadro de Gauss | Decomposicio LU | Mal Condicionamento ‘ Refinamento de Solugdes |
. Escolha o Método Direto
Ordem do Sit 2 - = a o
Matriz X Matriz B
Matriz| Coluna: 1 Matriz_| Coluna:1
X1 Linha:1
X2 22 Linha:2 -110
Transformac&es Elementares: ¥ Execucho Passo a Passo
1) L2=0L1* (_1) * (2f 1) +12 Calcula [v Constroi o Quadro de Gauss
Terminado.
Sistema Possivel e Determinado Valor do Determinante = -5
& Novo | F] sair | @ Reinicia

Figura 32 — Atividade 3 tarefa 1.1a - T3 dupla D22 - VCN
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

No GeoGebra a dupla 22, digitando na entrada as equacdes lineares que
definem retas, pelo encontro das duas retas s = (12, 22), a solugdo encontrada no
VCN (representacdo algébrica) é visivelmente vista no GeoGebra pela
representacdo geométrica (FIGURA 33).



7 GeoGebra - KCGA A3T1a.ggh o[ =[]
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
l A L] Mover
L4 3 /'/.; /’7 Y ‘%7 Arraste um objeto selecionado (Esc)
9 aix+4y=100 0VNC deu parax ey os seguintes valores 12 & 22
@ bi2x+ 3y =90 como mostra o ponto A,
Objetos Dependentes

Objetos Livres X 40
@ A=(12,22) . ) .
sistema Possivel & Determinado

204

Figura 33 — Atividade 3 tarefa 1.1a — T3 dupla D22 - GeoGebra
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
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Ainda em relacéo a tarefa 1.1 letra b (FIGURA 34), a dupla 3 da turma 3 néo

falou no registro escrito sobre as retas serem paralelas e chamaram as retas de

distintas, criaram dois pontos um em cada reta, falando equivocamente que esses

pontos eram solucdo do sistema. A dupla ainda afirmou que o SL era impossivel,

dupla interpretacdo do mesmo SL. Assim, se o SL foi classificado como impossivel,

como houve solugéo?

(Objetos Livres
=0 ax+y=-100
w0 px+y=90
| (0bjetos Dependentes
: =(-2660.16, 2750.16) 0 Sistema apresenta duas retas distintas no Plano e

J B=(7084,-808.4) consequeniements 2 solugbes, por isso & chamado de Sistema
Impossivel.
T T T T T
2000 2000 4000 8000 5000

Figura 34 — Atividade 3 tarefa 1.1b — T3 dupla D3
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A tarefa 2 consistia em resolver o produto matricial dos sistemas lineares

207 _4E1-0 o ZE-0 2o [ AE-B
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determinando o valor das varidveis a, b e ¢ de modo que o sistema linear 2.1
represente duas retas paralelas, quanto ao item 2.2 retas coincidentes e 2.3 retas
concorrentes em um unico ponto.

Em relacéo as tarefas, a maior dificuldade encontrada pelos alunos foi como
criar os parametros no GeoGebra e consequentemente altera-lo de forma a obter a
situacdo apresentada em cada item. No item 2.1 o aluno deveria obter o valor
referente de a (parametro) para que o SL apresentasse duas retas paralelas. A
maioria dos alunos, apesar da dificuldade em criar o parametro no GeoGebra,
conseguiu definir os valores das variaveis, entretanto alguns alunos tiveram
dificuldades em entender o significado de parametro, inclusive na Figura 35, com a
dupla 3 da turma 3.

De acordo com a Figura 35 pode-se observar que a dupla confundiu o
pardmetro a com a variavel y e, mesmo de acordo com o GeoGebra definindo a = - 3
para que as retas fossem paralelas. Uma das maiores dificuldades dos alunos é a
linguagem escrita do que é observado em relacéo as atividades feitas. E exatamente
através desta linguagem que podemos observar se 0 aluno realmente compreendeu

a execucao da atividade.

Objetos Livres
S Da=3 6
0 ex-y=1

Objetos Dependentes
SO b3x-3y=2

5 Mo sistema; 3x+a*y=2  ovalor deytem que
%=1 Ser-3paraque as
possam ser paralelas.

7 Protocolo de Construgdo @ a=-3
Arquivo  Exibir Ajuda

N. [Nome |Definicio [ valar
Mimero a a=-3

1
2 Retab Jx+ay=2 b:3X-3y=2

3 Retac cx-y=1

4 Texto texto texto! ="No sistema: 3x+a...

Figura 35 — Atividade 3 tarefa 2.1 — T3 dupla D3
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
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3 -
]eovetoru—

A tarefa 3 da atividade 3 consistia em: dada a matriz A = [i _3

X
u definir o sistema linear dado pela equacdo Au = 3u primeiramente o aluno

deveria estabelecer o sistema linear e consequentemente definindo como parametro
X OU y e ndo as duas varidveis ao mesmo tempo, apenas uma, verificar o que ocorre
em relacdo ao sistema linear, observando que o sistema linear define um sistema
linear possivel indeterminado.

Em relacdo a tarefa 3 da atividade 3 a dupla deveria considerar o seletor
sendo x ou y e alterando o valor do seletor, verificando o que acontece com a outra
variavel que se mantém constante. A dupla deveria verificar que as retas séo
coincidentes e o SL é considerado possivel indeterminado.

A dupla da Figura 36 considerou como seletor a variavel x e
consequentemente encontrou como constante o valor da variavel y independente do
seu valor nas duas equacgles lineares, comprovando assim que as retas sao
paralelas. Parax =-1y=-2/3=-0,67.

. Objetos Lives X N
“0a=A
. Objetos Dependentes
-0 by=067 5
0 ey=087
a=-1
B —
1 Protocolo de Construgio @
Arquivo Exibir Ajuda L .
d ) — 0 sistema & possivel indeterminado.
N |N9me |Deﬂn|§ao |Valor para Xigual a Y variando igualmenta conforme varia a
1 Numero3 a=- coordenado do seletor,
2 Retab a+dy=13a bry=-0.67
3 Refac 4a-3y=13y Cy=-067 para¥=0, y=0
4 Texto textod texto1 = "0 sistema é poss... para¥=1Y=-1

Figura 36 — Atividade 3 tarefa 3- T3 dupla D9
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Na tarefa 4, através da equacdo AX = B, o aluno deveria definir a equacao X

= B.Al pela dica dada na tarefa:
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Foi solicitado experimentar multiplicar & esquerda o 1° membro e 0 2° membro
da equacgao pela matriz inversa de A. O aluno deveria resolver o produto de B pela

matriz inversa de A, definindo consequentemente o resultado dos sistemas lineares:

ana=[; iles=[Jaza=[; I es=[]

De acordo com a dupla 2 da turma 3 em relacdo a tarefa 4.1, através do
GeoGebra, a dupla calculou a matriz inversa da matriz A corretamente, mas no
momento de calcular o produto da matriz B pela matriz inversa, encontrou x =0 ey
= 2,5 (FIGURA 37).

A resposta correta do SL seriax=0ey =0,5.

. Ohjetos Lives A 6
w0 matriz2 = {0}, {250}
. Objetos Dependentes
= () matriz1 ={{-2, 13, {1.5, 0.5}
Nesse exemplo verificamos que a0 multiplicarmos a matriz
44 inversa da a pela matriz b o geogehra gerou uma sequnda matriz
metmwetmwo % onde ovalor dex=0 e ovalor de =25
Arquivo Exibir Ajuda
N [Nome Defiiclo Vil
1 \Listamatzt  Watriznversaff{1 2} {3 43 matrizt ={-2 1}, {15, 05}
2 |Lista matriz2 matriz2 = {0}, {257}
3 Textoteriot texiod = "Nesse exemplov..

Figura 37 — Atividade 3 tarefa 4.1 — T3 dupla D2
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Observou-se que em relacdo a tarefa 4.2 a dupla 2 a matriz A ndo definia
matriz inversa e consequentemente o SL ndo apresentava solucéo, ou seja, deveria
ser classificado como sistema impossivel.

Interessante observar que a dupla considerada resolveu pelo método
algébrico, mas néo resolveu pelo método geométrico, e ainda conforme anélise das
outras duplas todos os alunos que fizeram esta tarefa também nao fizeram pelo
método geométrico, somente fizeram a tarefa pelo método algébrico matricial
(FIGURA 38).
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Objetos Livres B
. Objetos Dependentes
“(J lista1 indefinido

Mo exercicio 4.2 a matrizinversa tem seuvalor na lista 1 como
indefinida.

=
L

{J Protocolo de Construgdo @

Arquivo Exibir Ajuda

N |Nome |Definico Valor
1 Listalistal  Matrizinversaffit, 2}, {2, 41 listat indefinido
2 Texto textod texto? ="No exercicio 4.2a...| [3 4 g g

Figura 38 — Atividade 3 tarefa 4.2 — T3 dupla D2
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

2Xx—-y =5

ela
X+y=7 P

Na tarefa 5 os alunos deveriam resolver o sistema linear {

Regra de Cramer, determinando os valores dos determinantes necessarios e
executando os calculos para a obtencdo da solucdo do sistema linear. Os alunos
deveriam calcular através do GeoGebra os determinantes para determinar 0s
valores das variaveis x e y.

Na Figura 39 ilustra-se a tarefa realizada pela dupla 10, em que através do
protocolo de construcdo do GeoGebra constatou-se que o valor dos determinantes
foram devidamente calculados e a divisdo dos determinantes definindo x e y

calculados corretamente.
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Objetos Livres # i
. Objetos Dependentes
~0a=3 Senda o sistema;
-0 ax=12 51 b
Jay=9 v
Resolvento pelo metodo de Cramer
Y adseterminant: da matrz incompleta representado pora=13
a determinante da matriz ax (substituindo a primeira coluna pelos
. termos independentes) ai=12

X a (eterminants ia matriz ay (substituindo a sequnda coluna pelos
Q Protocolo e Conctucio @ termos independentes) ax=19
Arquivo Exibir Ajuda
. |N0me |Deﬂmg§0 |Val0r entiox= axa=>x=123=2x= 4
1 Nimeroa  Daterminante(fi2, -1} {1, 1}] a=3 entay=aya=sy=93=>y=3

2 Nimeroar  Determinantelf{s, -1}, 7 1] ax=12
3 Nimeroay  Determinantelff2, 551,70 ay=9
4 Texto fetot texto? = "Sendo 0 sistema...

ra
[
s
on
o
1]
==}

Figura 39 — Atividade 3 tarefa5 — T3 dupla D10
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Todos os alunos que fizeram a tarefa 5 executaram apenas pelo método
algébrico, ndo verificando a solucédo encontrada s = (4, 3) pelo método geométrico,

mesmo ele estando disponivel no GeoGebra.

5.5 Anélise da atividade 4

A atividade 4 era composta por 3 tarefas, sendo esta atividade complementar
em relacao a sistemas lineares de 2 equacdes e 2 incognitas.

A tarefa 1 consistia em que a dupla deveria realizar a tarefa 2 da atividade 3
pelo meétodo algébrico considerado escalonamento, sem usar 0s softwares
GeoGebra e VCN, consequentemente a dupla definia os valores dos parametros a, b
e c. Poucas duplas fizeram esta atividade, pois requeria célculos algébricos na
linguagem escrita e os alunos ja sabiam desenvolver os calculos pelo uso das TICs

consequentemente poucos fizeram.
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Dificuldades vivenciadas na atividade 4

llustra-se que a dupla 3 da turma 3, que nao fez a tarefa pelo método
algébrico do escalonamento solicitado, apenas observou a relacdo existente entre as
duas retas para serem coincidentes e determinou as variaveis das letras a e b pelo
método algébrico da substituicdo (FIGURA 40).

AL x].[2
la -2 ] Lyl [

o? PC\T(, %UP CLS X‘(’"&( ‘\!’Sn—vf\ CoA ey
°2>(’.,2u _’b (‘leﬂh\ L o aYe e( ©w J()é)rn (3/04 Ouf"r, 5

-.\'Jmlhn\'n by deve weler Y

Figura 40 — Atividade 4 tarefa 1 — T3 dupla D3
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A tarefa 2 apresentava 3 SL de 2 equagdes e 2 incOgnitas (2x2)

=y _ 1 2x+y=x+2y+1°

x—b5y=-2
3 !

S(x—2y+1)=x—8y+7 2xty=x+4 0,5x— 2,5y +3 =2
) EJ]{ { em

gue a dupla deveria desenvolver de modo a encontrar os valores de x e y e a tarefa

apresentava além destes 3 SL de 3 equacdes e 2 incégnitas um SL de 3 equacdes e

x+y—=z=-1
x—y—z=-1, sendo que o software GeoGebra foi utilizado
—x+y—z=-1

3 incognitas (3x3)

nas atividades para desenvolver somente SL 2x2. Consequentemente, o aluno
deveria desenvolver este SL 3x3 pelos métodos algébricos, sendo o do
escalonamento através do software VCN ou da linguagem escrita.

llustrou-se a solucdo equivocada da dupla 3 da turma 3, que resolveu através
da solucdo algébrica, ndo encontrando as variaveis x e y, mas 0 = - 4, resolucéo
com equivoco (FIGURA 41).
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Figura 41 — Atividade 4 tarefa 1 — T3 dupla D3
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A tarefa 3 apresentava 2 problemas em que o aluno através do entendimento
do problema deveria modelar as equagfes lineares do SL para definir suas
variaveis.

(3.1) Um caminh&o-bau pode levar, no maximo, 58 caixas do tipo A ou B, de
mesmo tamanho. Elas tém, respectivamente, 56 kg e 72 kg. A carga maxima para
esse caminhdo é de 3.840 kg em cada viagem. Quantas caixas de cada tipo sédo
transportadas por esse caminhao, estando ele com a capacidade maxima ocupada?

llustra-se a resolucédo da tarefa 3.1 da dupla 4 da turma 3 em que a dupla cita
a resolucdo pelo método algébrico da substituicdo. No entanto, a solucdo
encontrada foi executada no GeoGebra (que resolve pelo método geomeétrico).
Apesar de a linguagem escrita desenvolvida pelo método algébrico da substituigcdo
ter sido equivocada, a dupla conseguiu determinar a solucdo através da

representagcédo geométrica corretamente x = 21 ey = 37 (FIGURA 42).
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Objetos Livres x | (10.73, 64.08)

@ arx+y=58

@ b Tx+ 0y =480 ~~——_
Objetos Dependentes

L@ A={21,37)

Passos para a resolugdo do sistema de equagdes:
1°- Estabelecemos o sistema de equagdes

¥= caixas A

Y= caixas B

X+y=58
56+ 72y=3840

2°- Através do método da substituicdo encontramos:
¥=21ey=37

Bobabobobebe bt bbbl b bbb bbbl b bbb bbb bbbt bbbt b bttt 1t b g 1)

Figura 42 — Atividade 4 tarefa 3 - T3 dupla D4
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Em relacdo as tarefas da atividade 4 observou-se que, devido ao fato de
terem sido resolvidas em casa, pois tratava-se de atividades complementares de
sistemas lineares 2x2, os alunos apresentaram dificuldades em interpretar o que a

atividade solicitava e também cometeram alguns equivocos nos céalculos algébricos.

5.6 Andlise da atividade 5

A atividade 5 utilizou os softwares VCN e Winplot para investigar sistemas
lineares de 3 equacdes e 3 incognitas e foi dividida em 4 tarefas. Esta atividade por
resolver os SL através das representacdes algébrica (VCN) e geométrica (Winplot)
bastante contribuiu para a aprendizagem de SL, pois através dos softwares as
duplas visualizaram a solucdo algébrica através da representacdo geométrica e
consequentemente compreenderam melhor a solucao algébrica de cada SL.

A tarefa 1 consistia em verificar solucdes para a equacéo linear 2x + 3y — z =
9 que no caso define um plano, a tarefa apresentou uma tripla ordenada (2, 2,1)
para que o aluno verificasse se esta tripla, ou seja, o ponto era solugéo da equacgao
linear e também que o aluno definisse outros pontos que também eram solucédo do

plano dado.
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Dificuldades vivenciadas na atividade 5

Alguns alunos criaram outros pontos que nao eram solucdo da equacéao linear
dada e mostraram substituindo o ponto criado na equacdo linear dada, que
realmente n&o pertencia ao plano dado.

Na Figura 43 ilustrou-se que a tarefa 1 feita pela dupla em questdo, que criou
3 pontos sendo 1 ponto pertencente ao plano (2,2,1) e também 2 pontos nao
pertencentes ao plano (4,4,2), (4,3,4). A dupla ndo apresentou 0 registro escrito
solucionando a equacéo linear através das representacdes algébricas (substituindo
0S pontos criados na equagdo linear), apresentou apenas a representacao

geométrica do plano e dos pontos no espaco.

inventory [JF_ASTL]

(x,3,2) = (2,2,1)
(6,3,2) = (4,4,2)
(6,2 = (4,3,4)

T JF AsTL oo

File Equa View Btns One Two Anim  Misc

4| b

edit | deletel dupl | clip | table | Fammily |

£qua | name | Ievelsl box | close |

Pertence ao plano carteziano.

Figura 43 — Atividade 5 tarefa 1 — T3 dupla D3
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Na Figura 44 ilustrou-se que a mesma tarefa 1 feita pela dupla que criou 2
pontos sendo os dois pontos pertencentes ao plano (2,2,1), (0,0,-9) ndo definiu
pontos que nao pertencem ao plano. A dupla ndo apresentou o registro escrito,
solucionando a equacédo linear pelas representacdes algébricas (substituindo os
pontos criados na equagdo linear), apresentando apenas a representacao
geométrica do plano e dos pontos no espaco.
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inventory [SMTP_AST]

(x,v,2) = (2,2,1)
tXIYIz] = wlol_g:'

i SMTP_ASTL
File Equa View Btns One Two Anim  Misc

.m 3

edt | de\etel dupl | clip | table | famnily |

eOUa | namel Ievelsl box | those |

Existem infiritas solucfes

a esta equagdo.

Figura 44 — Atividade 5 tarefa 1 — T3 dupla D11
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A tarefa 2 da atividade 2 foi apresentada sendo composta por cinco sistemas

lineares:
(f x+v+z=1 F x+ty—z=1 x+y+z=1
(@ 42x+2y—2z=2 (b)42x +2y —2z =3 (c)IZx—}r+z=5
dx +4y — 4z =4 \dx + 4y —z =4 4x +yv+3z=7
r x+y—3z=1 (x+2y—3z=4
(d)45x+2y+z=2 (e){2x +3y +4z =5
\9x+3y+5z=5 \dx + 7y —z =13

7

Na letra (a) o sistema linear € classificado como sistema possivel
indeterminado, composto por dois planos coincidentes e um plano cortando estes
dois planos, na letra (b) o sistema € impossivel, portanto, composto por dois planos
paralelos e um plano cortando estes dois planos, na letra (c) o sistema é possivel
indeterminado constituido por trés planos encontrando em uma reta, na letra (d) o
sistema é impossivel sendo que cada plano encontra com 0 outro através de uma
reta e na letra e o sistema é possivel determinado com os planos encontrando de
acordo com um unico ponto (-2,3,0), o aluno nessa tarefa 2 deveria resolver os
sistemas lineares.

O aluno através das duas janelas apresentadas pelo VCN que mostra a
representacdo algébrica com os dados digitados pelos alunos e pelo Winplot que

mostra a representacdo geométrica com a visualizacdo dos planos definidos no
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sistema linear, a dupla deveria compreender as trés solu¢des encontradas de forma
a diferenciar os trés tipos de classificagdo dos sistemas lineares.

As maiores dificuldades encontradas nesta tarefa foram ddvidas no momento
de digitalizar as equacdes lineares (principalmente no Winplot que requer as
equacdes lineares isolando a variavel z) e na relacdo entre as duas representacdes
algébrica e geométrica visualizadas no VCN e no Winplot.

Cita-se como exemplo na Figura 45 a tarefa da dupla 3 da turma 3, em que foi
feita a tarefa somente pela representacdo geométrica do Winplot e de acordo com a
andlise esta dupla, no momento de isolar a variavel z, estipulou as equacgbes
equivocadamente. A equacgao 2x+2y-2z = 2, isolando z, seria determinada por: z =
(2x+2y-2)/2 = x+y-1. Por consequéncia, a dupla concluiu que o sistema era

impossivel, sendo que este SL € classificado como sistema possivel indeterminado.

] ay_ssT2a =1 o8 5

File Equa View Btns One Two Anim Misc

inventory [AJ_AST2a]

z = (2x-y-2)/2
z = (4x-4y-4)/4
(%,¥,2) = (2.54,pi/3,pi/4)

1-X -
(2x-v-21/2
(4x-4v-4) /4

(S ]
nn

| 3

edit | deletel dupl | clip | table | familyl

sistema impos)

graphl equa | name | Ievelsl b | close |

Figura 45 — Atividade 5 tarefa 2a — T3 dupla D3
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A seguir considera-se a resolucéo do VCN e do Winplot da dupla 22 da turma
3 no Winplot na Figura 46. Apesar de ter conseguido isolar a variavel z nas trés
equacdes corretamente, a dupla nao classificou o sistema linear que, definido por
dois planos paralelos e outro plano cortando estes planos através de duas retas,

classificou o SL como sistema impossivel.
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2] Calculo Numérico

Utilitérios Operadores  Interpolacdo  Derivacdo Integracde Equagdes Diferenciais  Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curv

[g 2)Método Direto para Resolugdo de Sisternas Lineares EI
Principal I{luadro de Gauss | Decomposigio LU | Mal Condicionamento | Refinamento de Solugies
Ordem do Sistema: I ) l Escolha o Método Direto:
= " Jordan i~ Gauss " Pivotagdo Parcial 0 Pivotagdo Completa
Matriz A AX=B Matriz X Matriz B
Matriz [ Coluna:1 ICquna:2 | c.o|una:3| Matriz | Coluna:1] Matriz [ Coluna:1 |
Linha:1 1 Kl X1 Linha:1 1
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Figura 46 — Atividade 5 tarefa 2b — T3 dupla D22
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A tarefa 3 da atividade 5 era dado um plano 2x+y-z = 1, em que a dupla
deveria criar um plano interceptando, segundo uma reta, outro plano paralelo e
também um plano coincidente, sempre em relacdo ao plano dado.

Considerou-se na analise a dupla 4 da turma 3, que criou somente o plano
interceptando o plano dado segundo uma reta, nao criou os outros planos solicitados
na tarefa e também n&o usou os softwares VCN e Winplot para verificar a solugéo
do SL formado pelos trés planos. Criou somente mais uma equacdo linear em
relacdo a equacao linear 2x+y-z = 1 e na tarefa necessitava de pelo menos trés
planos para determinar o SL e consequentemente determinar o valor das variaveis x,

y ez através do VCN representacdo algébrica. De todas as duplas que fizeram a
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tarefa, nenhuma resolveu o SL determinado por trés equacdes lineares encontrando
as variaveis através do VCN, item 3.5, apenas resolveu no Winplot sendo a

representacdo geométrica (FIGURA 47).

inventory [JF AST3)
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LR} }

edt | delte | dupl | clp | table | famip

egua | rmame | level | box | close

Figura 47 — Atividade 5 tarefa 3 — T3 dupla D4
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

Na tarefa 4 da atividade 5 eram dados trés SL, sendo que o primeiro SL ja era
constituido por uma equacdo linear e consequentemente as duplas deveriam
determinar os outros dois planos, sendo estes paralelos em relagéo o plano dado. O
segundo SL era constituido por dois planos coincidentes e a dupla deveria
determinar o terceiro plano, sendo este paralelo a estes dois planos dados e,
finalmente, o terceiro SL era composto por um plano e a dupla deveria criar os
outros dois planos sendo o SL constituido por trés planos coincidentes.

Analisando a tarefa da dupla 14 da turma 3, foi verificado que esta dupla

x+y—z=1
definiu o seguinte SL: {i+y—z=4 no software Winplot e no momento de
+ty—z=6

determinar a classificacdo do SL através do software VCN determinou
equivocadamente as equacoOes lineares néo relacionando as equacdes do Winplot

com o VCN. Conforme a Figura 48, a linha 2 deveria ser substituida por: -L1 + L2 e,
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consequentemente, a Linha 2 deveria ser constituida por: Matriz A: 0 0 O e Matriz B

3 e jamais conforme a figura x Matriz A: 0 0 O e Matriz B O (FIGURA 48).

2)Método Direto para Resolugdo de Sistemas Lineares EI
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Sistema Impossivel (SI), sem soligio.

Figura 48 — Atividade 5 tarefa4 — T3 dupla D14
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.

A maior dificuldade dos alunos foi verificar que a solu¢cao encontrada nos dois
softwares VCN (calculos algébricos) e Winplot (visualmente) define a mesma
solucéo, a solucédo determinada € a mesma, apenas o caminho, ou seja, o tipo de

representacdo algébrica ou geométrica utilizada é diferente.

5.7 Andlise da atividade 6

A atividade 6 foi constituida por trés tarefas, levando em consideracdo a

abordagem matricial de SL de 3 equacdes e 3 incognitas.



128

Na tarefa 1 da atividade 6 os alunos deveriam determinar a solugédo do SL
pelo software VCN no método do escalonamento, inclusive analisando como o
programa determinaria essa solucao.

Na analise considerou-se a dupla 25 da turma 3, que fez corretamente a
tarefa 1 letra (c), mostrando a solucdo algébrica encontrada no VCN e também a
solugcdo geométrica visualizada no Winplot, sendo, portanto, o SL classificado como
sistema impossivel (FIGURA 49).

EFIHCIDEUl Quadro de Gauss | Decomposigdo LU | Mal Condicionamento | Refinamento de Solucies
. I l Escolha o Método Direto:
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Matriz A A.X=B Matriz X Matriz B
Matriz | Coluna:1| Coluna-2| Coluna:3| Matriz| Coluna:1 Matriz | Coluna:1
Linha:1 -4 10 X1 Linha:1 G
Linha:2) 0 0 0 X2 - Linha:2) 2
Linha:3 0 0 0 X3: Linha:3 0
Transformac6es Elementares: ¥ Execucdo Passo a Passo
N2=L17(1)"(3/2)+L2 ¥ Constroi o Quadro de Gauss
Terminado. Sem Solugdo.
Valor do Determinante = 0
Pivo =2
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Figura 49 — Atividade 6 tarefa 1¢c — T3 dupla D25
Fonte: Dados de pesquisa, 2012.
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Dificuldades vivenciadas na atividade 6

Os alunos compreenderam como é o desenvolvimento do método algébrico
do escalonamento, bastando a pesquisadora ter complementado alguns
entendimentos. Nesse momento da pesquisa, todos estavam bem motivados pelo

uso das TICs.

5.8 Andlise da atividade 7

A atividade extraclasse solicitou aos alunos (1) comparar os diversos métodos
de resolucdo do sistema linear de forma verificassem em cada sistema linear a
melhor forma de resolucéo, e (2) desenvolver maior quantidade de atividades de
sistemas lineares 3x3 em que os alunos deveriam fazer o algebrismo necessario
para que o sistema linear apresentasse as trés variaveis das equacdes dadas
organizadas na forma ax + by + cz = d. Como desafio, foram inseridas as atividades
com 4 equacbes e 4 incognitas e com 3 equacgdes e 4 incognitas.

Poucas duplas a cumpriram, talvez devido ao fato de a atividade ser
complementar, necessitando de tempo para sua elaboracdo, além do tempo
disponivel em sala de aula. As dificuldades verificadas foram as mesmas

observadas nas atividades anteriores e, assim, nao foram descritas.

5.9 Andlise geral do questionario aplicado ap6s as atividades

O questionario foi desenvolvido com o objetivo de verificar se a dupla
apresentava dificuldades em acessar o0s softwares, se 0s alunos ja tinham
conhecimentos adquiridos ao uso de softwares matematicos e de verificar se 0s
alunos haviam antes trabalhado juntamente a representacdo geométrica e algébrica,
definir a opinido dos alunos em relacdo as vantagens e desvantagens de aprender a
usar os softwares no ensino-aprendizagem de sistemas lineares.

O questionario de pesquisa foi aplicado aos alunos apd6s terem desenvolvido
a atividade investigativa, com o objetivo de verificar se essa atividade, utilizando os

softwares GeoGebra, VCN e Winplot, havia sido bem aceita.
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Os resultados do questionario encontram-se no Apéndice 2 (GRAFICOS 6 a
16), tendo-se concluido que a proposta da pesquisa foi bastante positiva, com
percepcao de aprendizagem por parte dos alunos.

Entendeu-se que o processo de ensino e aprendizagem de Algebra Linear e
Geometria Analitica por meio de TICs (GeoGebra, VCN e Winplot) pode ser
efetivamente considerado por professores de Matematica como uma grande
possibilidade de ampliacdo de conhecimento l6gico matematico por parte do alunos

a partir do ensino fundamental.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A questao investigativa se referiu a busca de uma nova metodologia para o
estudo de sistemas lineares no ensino superior, interagindo Algebra e a Geometria
utilizando softwares matematicos.

Como atendimento ao objetivo geral foram elaboradas as atividades
investigativas sempre observando a interligacéo entre a Algebra e a Geometria pela
utilizacdo das Tecnologias de Informacdo e Comunicacao (TICs) que,
possivelmente, poderiam contribuir para melhor visualizagéo dos dois registros.

Os softwares matematicos efetivamente contribuiram para melhor
visualizacdo das representacbes desenvolvidas, de forma que a Algebra e a
Geometria foram trabalhadas ao mesmo tempo, contribuindo para a assimilacao do
objeto sistema linear.

Quanto ao cumprimento dos objetivos especificos, pode-se afirmar que:

- Sobre as dificuldades vivenciadas pelos alunos quanto a compreensédo dos
registros de representacdo na visdo de Raymond Duval, depois de inUmeras
atividades (7) e considerando diversas abordagens, a pesquisa indicou que 0s
64 alunos do curso de Sistema de Informacdo, 7° periodo, de uma
Universidade privada de Belo Horizonte, ‘descobriram’ a compreenséo de
sistemas lineares pelas TICs utilizadas;

- Pela revisdo sistematica de diversos estudos de sistemas lineares (SL) com o
uso de registros e de instrumentos da Tecnologia de Informacdo e
Comunicacéo (TIC), no que se refere as pesquisas sobre Geometria Analitica,
Algebra Linear e o ensino e aprendizagem de SL e o que constam em textos
didaticos, visualizando a motivacdo de investigacdo por parte dos alunos,
constatou-se um conjunto de resultados similares.

- Foi identificada a forma pela qual as TICs tém sido utilizadas e pesquisadas
pela comunidade académica no ensino e aprendizagem de SL, o que denota
a preocupacao dos futuros mestres matematicos quanto a aprendizagem dos
alunos;

— Percebeu-se que as principais dificuldades dos alunos na compreenséo de
sistemas lineares foram corrigidas com a integracdo de diferentes softwares
(GeoGebra, VCN e Winplot).
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Os alunos participaram intensivamente no desenvolvimento das atividades
investigativas. Utilizando as TICs propostas, os alunos puderam, além de conhecer
0os softwares matematicos, aprender o objeto matematico SL de uma forma
diferenciada. Construiram a representacdo algébrica através da representacao
geomeétrica, visualizando o sistema linear através de duas representacgées, portanto
nao confundindo o sistema linear com nenhuma das duas representacoes.

A professora pesquisadora foi a mediadora do processo, orientando os alunos
com um suporte, uma seguranca maior em relacdo as atividades investigativas,
principalmente as davidas do uso dos softwares. Houve grande interagdo, com 0s
alunos trocando conhecimentos adquiridos anteriormente sobre sistemas lineares e
experiéncias vivenciadas durante a atividade investigativa.

Ao realizar esta experiéncia, ndo foram observadas dificuldades significativas
em relacdo ao uso dos softwares, dividas no enunciado e no desenvolvimento das
guestdes. Assim, foi obtido sucesso principalmente quanto ao interesse dos alunos
em trabalhar de forma diferenciada com a presenca do professor interagindo e 0s
fazendo pensar criticamente.

Foi verificado no Questionario de Pesquisa que a maioria dos alunos nao
havia anteriormente trabalhado com softwares matematicos, mas devido as
experiéncias anteriores em relacao ao préprio curso de Sistemas de Informacao e,
também a curiosidade de conhecer bem os softwares matemaéticos, as dificuldades
nao foram significativas. Os softwares mateméaticos utilizados possibilitaram a
criacao e a exploracao visual, desenvolvendo nos alunos a capacidade de visualizar
as transformacdes, vendo as correspondéncias respectivas entre as equacdes do
sistema linear e sua visualizac&o grafica.

Caminhos diferenciados foram verificados quando as duplas discutiram sobre
o modo de operar e quando a resolucao do sistema linear era determinada de forma
segura e consciente, havendo sempre grande interagdo entre os componentes das
duplas. A maior dificuldade encontrada foi verificada na escrita matematica dos
passos executados para resolver o sistema linear. Apesar de alguns equivocos
verificados, as duplas sempre entravam em consenso e tentavam definir de forma
clara e objetiva 0os passos executados na solucdo do sistema linear, interagindo
algebra e geometria na visualizacdo da solucdo do sistema linear, pois o resultado

fica mais visivel do que trabalhar em uma Unica representacao.
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Houve um avanco significativo no método proposto das atividades. De acordo
com Duval (2003, 2009, 2011), a importancia de trabalhar com pelo menos duas
representacdes, para que o aluno ndo confunda o objeto estudado com uma de suas
representacdes, foi facilmente visualizado durante a analise das atividades
investigativas.

Conforme a pesquisa verificou-se que as atividades propostas nos textos
didaticos enfatizam mais a representacdo algébrica, ndo trazendo o estudo de
sistemas lineares através da representacdo geomeétrica, cabendo ao ensino superior
tratar das representacdes geométricas de forma a interagir as duas representacdes
algébrica e geométrica. Verificou-se, também, a importdncia de trabalhar a
representacdo escrita devido aos alunos desenvolver com maior facilidade as
representacdes algébrica e geométrica e sentir maior dificuldade em escrever sobre
0 desenvolvimento executado para encontrar a solucao do sistema linear.

Em pesquisas futuras sugere-se a abordagem do conteldo de sistemas
lineares de forma a exercer: (i) a conversdo da algebra para a geometria e da
geometria para a algebra, (i) algebra para a linguagem natural e da linguagem
natural para a algebra, (iii) geométrica para a linguagem natural e linguagem natural
para a geométrica.

Além disso, ficou constatada a importancia de se trabalhar sistemas lineares
com numero diferenciado de equacbes e incognitas, utilizando os softwares

matematicos GeoGebra, VCN e Winplot.
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Anexo 1 — Quadro adaptado de Di Pinto (2000)

Quadro 36— Sintese da pesquisa de Di Pinto (2000)

Autor Ano Tipo Objetivo
Cavalca 1997 Dissertagdo de | Elaborar e aplicar uma sequéncia didatica com situagdes que favorecam o desenvolvimento das capacidades de interpretar e fazer
mestrado representacfes graficas planas de objetos do espaco
Munhoz 1999 ra‘::g:ggao de Investigar se alguns termos geométricos mais utilizados em GA tém seu significado impregnado pelo cotidiano.
Freitas 1999 r[r)1|::ter ;tggao de Investigar a interpretacéo que alunos do 2° grau dao a solu¢des de um sistema de equagdes lineares parametrizados.
Brito e 1995 Dissertacéo de | Identificar as possiveis causas da dificuldade dos alunos da Universidade do Amazonas em relagéo a aprendizagem de Algebra
Silva mestrado Linear (na realidade de Geometria Analitica).
Medalha 1997 r?:::ter ;tggao de Verificar se os alunos constroem conceitos usando a visualizacao.
Perotti 1999 Disserta¢do de | Construir uma sequéncia didatica que possibilite aos estudantes a aprendizagem da equacao da reta com énfase no conceito de
1999 mestrado coeficiente angular, calculado pela taxa de variacao.
Verificar como o procedimento de ensino apoiado em material didatico pode ser conduzido de forma a fazer com que o
Jardinettti 1991 Dissertagdo de | distanciamento abstrato-concreto seja mais bem interpretado pelo educando, ou seja, alcancar um nivel de relacionamento entre as
mestrado abstracdes, de modo a possibilitar a elabora¢@o de um sistema organico que englobe as abstracdes e Ihes dé sentido fazendo com
que passem a ser compreendidas e vinculadas a qualquer relacdo ja conhecida pelo aluno
Fazer com que os alunos ampliem sua capacidade de visualizagéo, passando a serem participativos, sendo capazes de refletir e
Almeida . = questionar posi¢des sobre suas agles, atraves das respostas as trés questbes abaixo:
oo Dissertagdo de - . . - )
Ribeiro 1998 - Como os alunos construiriam os conceitos de elipse utilizando-se de material concreto?
mestrado . ~ P
- Em que situac¢des do mundo real, surge a forma eliptica?
- Como garantir que as ovais, obtidas pelo corte no cone de isopor e pelo método do jardineiro, séo elipses?
. . ~ Estudar a acdo da Geometria Analitica como agente mediador do ensino-aprendizagem da Algebra Linear, tendo em vista que tal
Silva 199g | Dissertacdode | o jiacs0 pode ajudar a vencer obstaculos decorrentes da dificuldade de abstrair e generalizar. Pretende-se, pois, verificar com
mestrado ¢ao pode ajudar a vencer obstaculos decorrentes da dificuldade de abstrair e generalizar. Pretende-se, pois, verificar com a
Geometria Analitica pode influenciar o aprendizado de alguns conceitos basicos da Algebra Linear.
Bittar 1998 Tese de Verificar a disponibilidade e/ou eficacia do conceito vetor como ferramenta e verificar, em outro nivel, o conceito de vetor como
doutorado objeto.
Machado _ Procurar investigar a ma}ngira como o prpfe\ss_or de segundo e terE:e_iro graus, encara ,o_problema_, como percebe a dupla interpretagéo
e Munhoz | 1999 Artigo de de_alguns_termos_geometrlcos em relacdo a Ilnguagem natural e a linguagem matematica. P_ara isso os autores elaboraram um teste
congresso a fim de diagnosticar se o professor tem consciéncia desse problema, ou se ele préprio é vitima do contagio entre as duas
representacdes.
Bittar 1998 Artigo de Trabalhar a nocéao de vetor como objeto num campo informatico deve evidenciar aspectos escondidos num ensino centrado no lapis
periddico e papel.
Bittar Artigo de Responder as seguintes questdes: - Sobre o rétulo vetor, que objeto estd escondido?
congresso - Que tipo de dificuldades pode engendrar esta transposi¢cao? E no que concerne a passagem da geometria a algebra

Fonte: Adaptado de Di Pinto (2000)
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Anexo 2 — Quadro adaptado de Celestino (2000)

Quadro 37 — Sintese da pesquisa de Celestino (2000)

Autor Ano Tipo Objetivo
Silva 1997 a‘z:s:ggao de Investigar a producéo de significados, pelos alunos, para a nogo de base em Algebra Linear.
Silva 1999 Dissertacdo de Como projetar, executar e avaliar uma disciplina de Algebra Linear (diferente da forma usual) que atenda
mestrado as expectativas de um curso de computacao.
“avaliar por meio de provas escritas dos alunos de 1992/1993, que tratam de assuntos semelhantes
aqueles de 1990/1991 e 1991/1992, o desempenho construidos por alunos (do primeiro ano universitario
(DEUG A) em relagéo as nogdes centrais do ensino, isto €, as nog¢des de independéncia linear e de posto
Dias e Artigue Dissertacédo de no R", e a ligagéo entre o implicito e o paramétrico.” A autora quis ainda avaliar "por meio das no¢des
1993 . 4 o iy ) . R .
mestrado centrais, qual € a utilizagdo do método de Gauss? E também qual a articulacéo feita entre o método de
Gauss como técnica e as nogbes de Algebra Linear (em particular as nogdes de subespacos gerado e de
sistemas de equacdes lineares — possiveis confusées — de dimensao de um subespaco gerado)? (Dias,
1993: p. 10).
Dias 1995 éé?\%?eiio Analisar a flexibilidade entre diferentes pontos de vistas: cartesiano e paramétrico em Algebra Linear.
Dias 1998 Artigo de Estudar o fendmeno da articulagdo de pontos de vista cartesiano e paramétrico no tratamento das
congresso representacdes de subespagos vetoriais.
Dias 1998a Tese de Estudar o fendmeno de articulagdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico na representacao
doutorado de espacos vetoriais.

Fonte: Adaptado de Celestino (2000)
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Anexo 3 — Quadro adaptado de Nagamachi (2006, 2009)

Quadro 38 — Sintese da pesquisa de Nagamachi (2006, 2009)

Autor Ano Tipo Objetivo

Perotti 1999 Dissertacdo e Construir uma sequéncia didatica que possibilite aos alunos a aprendizagem da equacéo da reta com

mestrado énfase no conceito de coeficiente angular, calculado pela taxa de variacdo. (Perotti, 1999, p. 1)
. ~ Enfocar a sala de aula em relacdo a importéncia do ensino das equacdes algébricas no fim do 3° ano do

Dissertacédo de ; - s : Al , ~

Azevedo 2002 mestrado ensino medio. Verificando esta importancia elaborar uma proposta de trabalho considerando a resolucdo

de problemas no ensino de matematica.

Freitas 2002 Dissertacédo de Indicar algumas dire¢Bes para repensar o ensino da algebra escolar, especificamente as resolugées das
mestrado equacdes do primeiro grau.

o Dissertacédo de . . e . . p ~ . . . "
Oliveira 2006 mestrado Verificar a abordagem dada pelo livro didatico do ensino médio ao tema “equacdes Diofantinas lineares”.
Freitas 1999 Dissertacdo de Proceder a um diagndstico sobre a interpretacao que alunos do 2° grau dao as solu¢des de um sistema

mestrado de equacdes lineares parametrizados.
. . Construir e aplicar uma sequéncia didatica visando o estudo de algumas formas de resolugéo de
. Dissertacdo de ~ . oo p s ; . »
Lima 1999 mestrado equacdes de terceiro grau, destacando a ideia do método geométrico sistematizado pelo matematico
arabe Omar Khayyam.

Fonte: Adaptado de Nagamachi (2006, 2009)



Apéndice 1 - Atividades do Estudo Piloto

Atividade 1: Resgatando ideias sobre sistemas lineares de 2 equagdes e 2 incognitas

Vocé ja sabe que um sistema linear de duas equagbes e duas incognitas € um conjunto de
ax+hby=c;

duas equacdes lineares da forma: (S1)
a,x+by=c,

Cada uma das equacbes do sistema é uma equacado linear. As incdgnitas sdo x e y e 0s
valores a1 e b1 (a2 e b2) sdo ndmeros reais e sdo chamados coeficientes. O nimero real c1 (c2)é

o termo independente.Uma dupla ordenada de nimeros reais (&, [)é solucdo de uma

equacdo linear se satisfaz a equacao, ou seja, se substituimos os valores X=a, Y = ﬂ na
equacao obtemos uma identidade.

Obs: Todas as atividades devem ser salvas.

Salve as atividades como APJL_A1 colocando as iniciais da dupla, no exemplo, AP s&o as
inicias de Ana Paula e JL as iniciais de Jorge Luis e Al atividade 1.

1) A dupla ordenada de nameros reais (2,2) é solugédo da equacao linear 2x+3y=10.

Para isso abra uma janela no GeoGebra, digite a equacao e localize o ponto (2,2).

1.1) O que vocé observou?

1.2) Dé exemplos de outras solu¢cdes da equacdo. A partir dos seus exemplos qual a
conclusdo que vocé chega?

Vocé pode inserir um texto e escrever suas respostas, explicando como fez para chegar a esse
resultado.

Fonte: Elaborado pela autora, 2011.

Atividade 1 — Tarefa 2

Atividade 1: Resgatando idéias sobre sistemas lineares de 2 equagdes e 2 incognitas

Uma dupla ordenada de numeros reais (a,,b’) é solucéo do sistema linear (S1) se satisfaz as

duas equagdes, ou seja, substituidos X=a , Y = ﬂ nas equacdes obtemos uma identidade.

Vamos agora utilizar o software GeoGebra para investigar a solu¢do de sistemas lineares com
2 equacdes e 2 incAgnitas.

2) As tarefas indicadas a seguir deveréo ser realizadas para cada um dos sistemas lineares
dados:

2Xx-y =5 X+2y =5 X+y=5
(a) (b) (©)
X+y=7 2x+4y =10 -X-y=2
2.1) Abra uma janela no GeoGebra e digite as equacdes do primeiro sistema.

2.2) Salve o arquivo na forma do exemplo APJL_A2a em que, por exemplo, AP séo as inicias
de Ana Paula e JL as iniciais de Jorge Luis e A2a atividade 2 letra a.

2.3) Colorir as retas obtidas de cores diferentes. Para isso selecione a equacao (ou a reta) e
com o botéo direito do mouse selecione propriedades e defina uma cor. Movimente 0 mouse e
verifique a diferenca de cor nas retas.

2.4) Coloque as equacdes na forma y = hx + d. Para isso selecione a equacdo e com o botéo
direito do mouse selecione a forma desejada.

146



2.5) Observe o que apareceu nas janelas de geometria e algébrica. Registre suas observacdes
inserindo uma janela de texto.

2.6) De acordo com suas observacdes o sistema (a) apresenta quantas solu¢des? Justifique.

2.7) Como é classificado um sistema de duas equac@es e duas incognitas que apresenta esse
namero de solucbes?

Fonte: Elaborado pela autora, 2011.
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Estudo Piloto - Atividade 1 - Tarefas 3,4e 5
Resgatando idéias sobre sistemas lineares de 2 equagdes e 2 incognitas

3) Seja a reta de equagéo y = 2x + 4:

a) Construa uma 22 reta que intercepte a reta dada em um sé ponto.

b) Construa uma 32 reta que seja paralela a reta dada. O que vocé observa sobre os coeficientes
angulares destas duas retas?

C) E possivel construir uma reta que seja coincidente com a reta dada?

d) Monte sistemas lineares combinando duas equagdes da reta dada e das retas obtidas em(a),
(b), e (c).

e) Use 0 GeoGebra para investigar esses sistemas quanto ao nimero de solugdes.

IMPORTANTE! N&o se esqueca de salvar as atividades.

4) Um sistema linear de 2 equacgdes e 2 incognitas pode ser escrito na forma matricial AX = B, onde Axx: é a
matriz dos coeficientes, X é a matriz coluna, no caso a matriz incégnita, e C a matriz dos termos independentes.
Use o0 GeoGebra para resolver as tarefas:
X 2 . N . .
a) [13 i] [1.] = [I] , determine o valor de a para que a solugéo do sistema seja representada por

duas retas paralelas.

b) [,1) : i] [T] = [E] , determine o valor de b para que a solugdo do sistema seja representada por

duas retas coincidentes.
—177% 2 . ~ . .
C) [1? ﬂ [1] = [E] , determine o valor de ¢ para que a solugdo do sistema seja representada por duas
retas concorrentes, que se interceptam em apenas um unico ponto.

. _J1 3
5) SeJaA—[_1 _3]. i
a) Usando o software GeoGebra resolva o sistema linear Au = 3u onde u = [x]
X
b) De que forma podem ser expressos todos os vetores u= [x] gue satisfazem o sistema da letra (a)?

C) Digite a = 1 criando um seletor. Represente na forma de ponto, o vetor genérico encontrado na letra (b),
usando a no lugar da variavel x ou y.

d) Faca variar a movendo o seletor. A resposta que vocé obteve na letra b esta correta? Justifique.

Fonte: Elaborado pela autora, 2011.

Estudo Piloto — Atividades Complementares
(a serem resolvidas em casa)

1) a) Para cada sistema indique os métodos de resolugdo que vocé conhece.
b) Resolva cada um dos sistemas por um método, sem usar o GeoGebra.
c) Verifique as solucdes obtidas usando o GeoGebra.
Sx—2y+ 1l =x—8y+7
d) {

-y _ 1
2x + ¥ =!.r + 4?
€) 2x+y=x+2y+1
0.5x -2y +3=2
) x—5y=-2
Desafio: Como vocé resolveria este sistema?
x+y—z=-1
) x—y—z=-1
—xt+y—z=-1

2) Leia com atenc¢é&o cada problema. Cada um deles pode ser modelado por um sistema de equacgfes
lineares. Estabeleca o sistema modelo e resolva.

a) Um caminhdo-bau pode levar, no maximo, 58 caixas do tipo A ou B, de mesmo tamanho. Elas tém,
respectivamente, 56 kg e 72 kg. A carga maxima para esse caminhdo é de 3.840 kg em cada viagem.
Quantas caixas de cada tipo séo transportadas por esse caminhdo, estando ele com a capacidade
maxima ocupada?

b) No estacionamento de um shopping ha 80 veiculos, entre carros e motos. Sabe-se também que o
namero de rodas é igual a 260. Determine o numero de carros e motos.

Fonte: Elaborado pela autora, 2011.
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Apéndice 2 - Questionario de pesquisa e Resultados

O questionario de pesquisa foi aplicado aos alunos apés terem desenvolvido a atividade
investigativa, com o objetivo de verificar se essa atividade investigativa, utilizando os softwares
GeoGebra, VCN e Winplot, havia sido bem aceita.

O questionario foi desenvolvido com o objetivo de verificar se a dupla apresentava
dificuldades em acessar os softwares, se os alunos ja tinham conhecimentos adquiridos ao uso de
softwares matematicos e de verificar se o0s alunos haviam antes trabalhado juntamente a
representacdo geomeétrica e algébrica, definir a opinido dos alunos em relacdo as vantagens e
desvantagens de aprender a usar os softwares no ensino-aprendizagem de sistemas lineares.

Buscamos mostrar como a pesquisa foi encadeada de forma a definir a escola, os alunos, a
andlise da atividade piloto, os objetivos da atividade principal e do questionério de pesquisa, com 0

objetivo de desenvolver a aprendizagem significativa em rela¢éo ao contetdo SL.

A questdo 1 teve como objetivo verificar se os alunos durante a atividade principal
apresentaram dificuldades em acessar os softwares, informando em cada software a dificuldade

encontrada.

Este questionario é destinado a 89 alunos da disciplina Geometria Analitica e Algebra Linear do 7°
periodo do curso de Sistema de Informagdo que ja desenvolveram o contetdo de sistemas lineares
através de atividades utilizando softwares mateméaticos no caso o GeoGebra, VCN e Winplot.

1 - A dupla apresentou dificuldades em acessar os softwares utilizados na atividade

investigativa? Se apresentaram dificuldades, favor definir quais as dificuldades encontradas.

() Sim Software GeoGebra Dificuldades:
() Sim Software VCN Dificuldades:
()
)

Sim Software Winplot Dificuldades:

N&o.
60% -
50% -
40% -
30% -
20% -
10% -
13%
0% : : :
Dificuldades na Dificuldades na Dificuldades na N&o houve
operacionalizacdo operacionalizacdo operacionalizacédo dificuldade
do GeoGebra do VCN do Winplot

Grafico 6 — Percentual de dificuldades na operacionalizagcédo de TICs

Cinco duplas comentaram ter tido dificuldade em salvar o arquivo do VCN (GRAFICO 6).
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A questao 2 teve por finalidade verificar se os alunos anteriormente ja haviam trabalhado com
atividades relacionando as representacdes algébricas e geométricas.

2 - Vocés ja haviam tido a oportunidade anterior de relacionar a solugdo algébrica com a
geomeétrica de algum contelldo matematico?

( )N&o ( ) Sim,conteltdo:

100% 98% 100% - 100%
80% -
50% 2% 60% -
40% -
OO/D T T 1
20% -
Sim N&o °
OO/D i T 1
e=g== Oportunidade anterior de relacionar a Informado N3o informado
solucdo algébrica com a geométrica de
algum contelido matematico e=gmQual contetdo

Grafico 7 — Oportunidade anterior de associacdo de solucéo algébrica com a geométrica

Na questdo 3 o interesse foi verificar se antes da atividade principal os alunos haviam sido

iniciados em sistemas lineares por meio de algum software matematico.

3 — Ja utilizaram antes da atividade desenvolvida algum software matematico para aprender
sistemas lineares? Se sim definir quais softwares.
( )N&o ( ) Sim, softwares:

100% -
90% -
80% -
70% -
60% -
50% -
40% -
30% -
20% -
10% -

0% 4% . .
Sim N&o

96%

==p==|ntroducdo anterior ao contetido matematico por software
exceto sistema linear

Gréfico 8 — Software para aprender sistemas lineares
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A questdo 4 desejou verificar se antes da atividade principal os alunos haviam aprendido

algum contelido matematico por software matematico.

4 — E de outro contetido matematico sem ser sistema linear? Definir o conteddo e o software
utilizado.
( )Né&o ( ) Sim, contelido e software:

100% - 96%
80% -
60% -
40% -
20%
0% 4%
Sim N&o

==p==|ntroducdo anterior ao contelido matematico por software
exceto sistema linear

Grafico 9 — Alguma introducéo por TIC em sistema linear

Dos poucos alunos que tiveram introdugdo, 3% informaram ter sido ndo com conteddo
matematico, mas de informatica, e 1% pelo conteido de Contabilidade e pelo software Minitab

(programa matematico) (GRAFICO 9).

O principal objetivo da questdo 5 foi verificar as vantagens e desvantagens da aprendizagem
de sistemas lineares através das TICs relacionando as representacdes algébricas e geométricas

verificadas pelos alunos.

5 — Definir as vantagens e desvantagens de ter aprendido sistemas lineares através da relacéo
entre a algebra e a geométrica.

Vantagens:
Desvantagens:

100% -
80% -
60% - -
88% o
40% -
v e
of e
20% // o
OO/D T l/
Facilitar o tempo de  Aprender a lidar com os

calculos softwares

m Desvantagens de ter aprendido sistemas lineares pela relacéo entre

algebra e geometria
mVantagens de ter aprendido sistemas lineares pela relacéo entre algebra e

geometria

Grafico 10 — Vantagens e desvantagens de introducao prévia de sistemas lineares
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Com a utilizac&o dos softwares, a atividade 6 apresentou como objetivo verificar se os alunos

conseguiam desenvolver as atividades sem o uso de céalculo mental.

6 — Vocés encontraram durante as atividades desenvolvidas alguma questao que nao
conseguiram fazer somente utilizando o software indicado e necessitaram fazer algum calculo
manual? Se encontraram definir quais questdes, o software e o calculo manual.

( )Né&o ( ) Sim, questbes software
% - % - 14%
80% 1 20;0 13% (]
60% - 0
70% 12%
0, -
40 /D 100/0
200/0 | 300/0 80/0
OO/D T 1 60/0
S6 com o software Softwares + Manual || 4% %
2%
=g Questdes ndo solucionadas somente OD
com o software, mas também com 0% ' ' ,
calculo manual VCN Geogebra Winplot

Grafico 11 — Questdes, uso apenas de software, necessidade de calculo manual

Os alunos néo informaram quais questdes foram respondidas pelos softwares utilizados

(GRAFICO 11).

O objetivo da questéo 7 foi identificar quais atividades os alunos apresentaram dificuldades

ou nao conseguiram desenvolver, definindo o software e a dificuldade.

7 — Definir as questdes e dificuldades que ndo conseguiram fazer com os seguintes softwares:

GeoGebra:

VCN:

Winplot:

35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

20%

309

N&o houve dificuldades

N&o responderam

Gréfico 12 — Questdes e dificuldades com os softwares

No GeoGebra 13% consideraram a dificuldade em manusear o sistema. No VCN 15%

consideraram a dificuldade em salvar o arquivo e no Winplot 18% encontraram a dificuldade de
trabalhar 3 dimensdes (GRAFICO 12).
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O objetivo da questdo 8 foi verificar se os alunos entendiam a representacdo geométrica
como um método de resolucao de sistema linear apds a atividade principal e definir qual o motivo que

consideravam ou nado a representacéo geométrica como um método de aprendizagem.

8 — Vocés consideram a representacdo geométrica um método para resolver sistemas lineares?
Por que?

( )Nao ( )Sim

Justificativa:

100% -
90%
80% -

60% -
40% -
20% -
10%

0% . |
Sim N&o

Gréfico 13 - Representacdo geométrica como método para resolver sistemas lineares

Os alunos colocaram como justificativa a comparacdo entre as duas representacdes,
encontrando a solucdo do problema (como se a algébrica j4 ndo satisfizesse como a geométrica).
Além disso, que em gréaficos o entendimento da solugéo algébrica fica mais facil e visivel (GRAFICO
14).

O questionamento de nimero 9 pediu que o aluno determinasse quais 0os métodos algébricos

gue aprendera no desenvolver da atividade principal.

9 — E quais os métodos algébricos vocés conhecem agora, logo apés terem desenvolvido as
atividades sobre sistemas lineares?
Métodos:

100% -
90% - 90%
80% -
70% -
60% -
50% -
40% - 42%
30% -
20% -
10% -

0% 4%

Adicao, Escalonamento Matriz inversa e por
substituicdo e determinante
comparacao

Grafico 14 — Métodos algébricos conhecidos
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A questdo 10 solicitou que o aluno escrevesse sobre o que aprendeu depois de desenvolver

as atividades relacionando as representacfes algébricas e geométricas com o uso das Tecnologias

da Informacédo e Comunicacéo (TICs).

10 — Apés as atividades escreva o que vocés aprenderam com as atividades desenvolvidas.

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

. 95% 93% 93%
Apreenséo de SL com maior Conhecimento de Conhecimento da
facilidade ferramentas que faciltam o representacéo geométrca

conhecimento em relacéo a
algebra

Grafico 15 — Percepgao de conhecimento adquirido com as atividades de TICs

A questéo 11 solicitou que o aluno apresentasse pelo menos duas propostas para melhorar

as atividades desenvolvidas sobre sistemas lineares.

11 — Apresente pelo menos duas propostas para enriquecer as atividades sobre sistemas

lineares.

Proposta 1.
Proposta 2:
100% -
90% -
80% -

70% - 82%
60% -
50% -
40% -
30% -
20% -
10% -

0% . . :
Mais tempo de Mais exercicios com Aulas mais praticas, Conhecer mais
dedicacéo as TICs ousode TICs com o uso de TICs métodos de
explicagéo do
contedido, como
aulas de laboraténo
com TICs

Grafico 16 — Propostas para a aprendizagem de sistemas lineares




